
1.　緒言

　線形代数の授業において，ジョルダン標準形は
2 年目に習うのが普通である。その理由として，対
角化できる行列に比べると，対角化できない行列は
理論的に複雑であること，また，対角化の後に習う
大切な行列（エルミート行列やユニタリー行列など）
は対角化できるから，の 2 点が考えられる。ジョル
ダン標準形は，ある意味，対角化の次にいい形，分
かり易い形と捉えることができ，連立微分方程式の
解法などに役立つ。ところが，数学の研究において
も，分野によってはそれほど重要とはならないので，
教える順番は最後でいいと考えるのが普通なのかも
知れない。
　今回，筆者は秋田高専専攻科で線形代数を教えて，
理論的な証明等をあまりする時間がない状況下での
有効な線形代数の授業はどうあるべきかを考えた。
まずは行列の計算をすることで，行列の性質に触れ，
要求された形（対角化や三角化，正規直交基底等）
を計算によって求めることが重要であると思った。
即ち，理論的な裏付けや定理の証明は後回しでよい
ということである。証明は，計算ができるようになっ
て，学生が理由を知りたくなったとき考えればいい
のである。
　そこで気づいたことが，行列の対角化を教えた後
すぐにジョルダン標準形を学習するということだ。

まず，学生が行列の対角化をするために，固有値を
全部求め，それらに属する固有空間を求める作業を
想像してみる。通常の教科書だと，固有値の重複度
と固有空間の次元が一致していないと，対角化でき
ないとしてひとまず終わってしまう。学生の方は，
せっかく求めた固有空間を，たとえ対角化できない
行列でも，何かのために使えないものかと思うので
はないか。このような疑問を，ある意味無視する形
で，対角化はできなくても三角化ならいつでもでき
ることを通常の本では学習する。三角化は非常に重
要で，このおかげでいろいろなことがはっきりして
くる。（たとえば，すべての固有値の積が行列式に
等しい，など。）ところが，通常の教科書で教える
三角化は，それを保証する定理が先行してしまい，
具体的な行列を三角化する場合，定理通りに進める
と，無駄な計算をしてしまう。
　そこで筆者は，三角化の教材として，アルゴリズ
ムがよりしっかりしているジョルダン標準形がベス
トであると考えた。（ジョルダン標準形も三角行列
であることに注意されたい。）このアルゴリズムは，
対角化しようとして求めた情報がすべて役立ち，そ
の計算は連立方程式の復習としても恰好である。こ
の一見高度過ぎる，あるいは時間がない等の理由で
敬遠されがちなジョルダン標準形を，早い段階でや
らない手はないと考え，本論文にその導入法，教え
方等をまとめた。理論的に新しい部分はないが，教
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育的な教材研究として，行列の固有値，対角化にお
ける新教授法になると信じる。特に大学の工学部や
高専においては，具体的な計算が重要であり，計算
練習に重点がおけるこの教材は，連立方程式の理論
が常に線形代数の根底にあることを実感させる意味
でも，非常によい教材であると考える。

2.　必要な知識

　連立方程式の一般解法，行列の階数，行列式，そ
れからベクトル空間の基礎（抽象的なベクトル空間
を理解する必要はなく，　nや　nのベクトル空間的
基本構造を知っているだけでよい），たとえば，一
次独立，基底，部分空間，線型写像，線型写像を表
す行列，基底を変換したときの行列等を学習した後，
正方行列の固有値，固有空間，行列の対角化を学習
するところまでは通常の教科書と同様である。この
後すぐにジョルダン標準形に入るのである。

3.　ジョルダン標準形の導入

　n次の複素正方行列Aには重複度も数えて必ずn
個の固有値がある。また，n個の一次独立な固有ベ
クトルがあれば，Aは対角化できる。即ち，ある正
則行列Pが存在してP－1APが対角行列になる。ここ
までは，証明を付けたとしても，さほど問題なく学
習できる。筆者の経験では，このあと線形代数は難
しくなる。（もちろん，最初に習った時は，ここま
ででも十分難しかったが，ここからさらに難しくな
るという意味である。）一般的な教材を大雑把に言
うと，三角化，エルミート行列やユニタリー行列の
性質や正規直交基底，そして正規行列のユニタリー
行列による対角化，最後に最小多項式やジョルダン
標準形が来る。
　さて，具体的な行列のジョルダン標準形を学生に
わかるレベルで解説してみる。たとえば，

　　　　　　　　　　2　－1　1
　　　　　　　A＝　0　  1　 1
　　　　　　　　　 －1　 1　 1

とし，Aを対角化せよと聞いてみる。できませんと
いう答が出たところで，Aは一次独立な固有ベクト
ルが 2 個しかないので，対角化できないことを確認
させる。実際，固有値は 1 と 2 であり，1 は固有多
方程式の 2 重解となる。固有値 1 の固有空間は

　　  1
v1＝　1　で張られる部分空間で，固有値 2 の
　　  0
　　　　　　　　0
固有空間はv2＝　1　で張られる部分空間である。
　　　　　　　　1
｛v1, v2｝ は一次独立な集合だが（異なる固有値に属
する固有ベクトルの集合は一次独立は学習済み），　3

の基底ではない。従ってこの行列は対角化できない。
そこで，せめて上三角（対角成分より下が全部ゼロ
の行列）にできないだろうかと考える。（上三角行
列にできるだけでもかなり嬉しいことが後々わかっ
てくることを注意する。）対角化できない行列は，
固有多項式に重解がある場合に限ることを確認させ
てから，重解である 1 の固有ベクトルからうまくベ
クトルを選んで三角化する方法があることを，まず
このAに対して示す。このとき，上記固有ベクトル
がそのまま役立つことに注意する。
　さて，もう一つのベクトルv'1として，

　（A－I）v'1＝v1  （3.1）

を満たすものを選ぶ。ここで，もし後で理論的証
明を付けるなら，（A－I）2v'1＝0 となっていることに
注意するとよい（即ち，v'1は固有値 1 に属する広義
固有ベクトルである）。連立方程式の復習をしなが 
  0　　
ら（3.1）を解けば，一つの解として，v'1＝　0　 を
  1　　
得る。（3.1） は

Av'1＝ v1＋v'1

と書けること，さらに｛v1, v'1, v2｝が　3の基底になっ
ていることに注意すると，この基底に関する変換A
の表現行列は

　　　　　　　　 　  1　 1　 0
　　　　　　　J :＝  0　 1　 0
　　　　　　　　 　  0　 0　 2

になっていることがわかる。即ち，

　（Av1, Av'1, Av2）＝（v1, v'1, v2）J  （3.2）

となる。ここで，P＝（v1, v'1, v2） と置けば，（3.2） は

AP＝PJ

と書けるから，

P－1AP＝J
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を得る。このJをAのジョルダン標準形，Pをその
変換行列と呼ぶわけであり，通常の本に載っている
やり方である（たとえば，［3］, ［4］を参照）。この
方法はどんな行列にも通用し，うまくいけば対角化
でき，そうでなければ単に上三角ではなく，ジョル
ダン標準形と呼ばれる，よりシンプルな上三角行列
になるのである。通常の本のように，対角化の後，
三角化を保証する定理を証明し，少しだけその練習
をするというやり方では，せっかく対角化で面白く
なった行列の理論を，またつまらなくするように筆
者には思えるのである。つまらないとは，一般の三
角化には，しっかりしたアルゴリズムがないので（具
体的な問題に対しては無駄な操作が多くなるので），
練習問題が楽しめないということである。三角化は，
それができるということが大事なので，できること
を証明して，練習問題はやらない先生も多いようで
ある。（これも，いずれジョルダン標準形をやれば
よい，という心理が働いているからかも知れない。）
　（補足 1） 実は，一次独立な固有ベクトルがn－1 個あるn次正
方行列では，もう 1 つのベクトルとして，そのベクトルを付け
加えたn個が基底になっていれば何でもよいである。上記例では，
｛v1, v2, w｝が基底になるwならAw＝av1＋bv2＋cwとなるa, b, c∈
　が存在するから，P＝（v1, v2, w） とおけば

　　　　　　　　　　　　　1　 0　 a
　　　　　　　　P－1AP＝　0　 2　 b
　　　　　　　　　　　　　0　 0　 c

と上三角にできるわけである。このことをもし学生が指摘すれ
ば，より授業が楽しくなるわけで，その場合，一次独立な固有
ベクトルが 1 個しかない 3 次正方行列をさらに例題として出す
のがよいだろう。

4.　ジョルダン標準形へのアルゴリズム

　上記の方法を一般の場合でまとめる。方針を先に
述べると，まず各固有値に属する一次独立な固有ベ
クトルを求める。もし，固有値が重解であって，そ
の重複度分だけ，固有ベクトルが取れなかった場合
（取れた場合は対角化可能），上記方法によって新た
に（広義固有）ベクトルを求めて（重複度分のベク
トルを得るまで繰り返す），それらを全部並べた行
列をPとするのである。ここで，この固有値が重解
の場合の操作を記号を使って述べておく。
　固有値λがm重解とする。まず，p1,  . . . , psをλの
一次独立な固有ベクトルとする。（ただ 1 個の場合
もあるし，m個の場合もあり，m個の場合はこれ以
上何もする必要がない。）もし s＜mならば，

　（A－λI）pi
（1）＝pi  （4.3）

となる解pi
（1）を求める。ここで，すべてのpiに対し

て解があるとは限らない。ではどのpiを選べばよい
のか？
（補足 2） たとえば，4×4 行列で，固有値λが 4 重解，一次独
立な固有ベクトルが p1, p2, p3と 3 つ存在した場合，あと 1 つベク
トルが必要なわけだが，どれを選んで方程式（4.3）を解けばい
いのだろう？ 2 つなら両方試して，解がある方を選べばよいわ
けだから，面倒な議論をするより手っ取り早いが， 3 つ以上ある
時は，やはり選び方はないか気になるところである。
　ところが，固有ベクトルだけをみて，どれを選べばいいかを
判定する方法はない（［4］ 参照）。通常の一般論では，（固有ベ
クトルからスタートするのではなく），まず

（A－λI）v≠0, . . . , （A－λI）k－1v≠0, 

　（A－λI）kv＝0   （4.4）

なる自然数kとベクトルvの存在を示し，これらk 個のベクトル

v, （A－λI）v, . . . , （A－λI）k－1v

がジョルダン標準形の変換行列を構成するk列分となることを示
すのである。しかしこのようなvを具体的に見つけるのは難しい
と言わざるを得ない。（ここで，（A－λI）k－1vがAの固有ベクト
ルになっていることを注意されたい。また，kはm以下であり，
もし一次独立なλの固有ベクトルが 1 つなら m＝kとなる。さ
らに言うと，もし上記条件を満たす最大のkがmの半分より小さ
ければ，（4.4） を満たす一次独立なベクトルは 1 個かも知れない
し，2 個以上存在するかも知れないのである。もし 2 個なら，上
記方法で変換行列の 2k列分を得る。）従って，既に求めること
に慣れている，固有ベクトルからスタートした方がよいと考え
るのは自然である。
　固有ベクトルp1,  . . . , psだけをみて判定する方法は
ないが，一つの方法として，

（A－λI）v＝p1 …  ps

と右辺に縦ベクトルを s個並べて，同時にガウスの
消去法を行うことで，右辺のどのベクトルの時，解
があるかを調べればよい。解を持つpiに対してvと
して，記号pi

（1）を使うのである。
　さて，p1,  . . . , psにこれらpi

（1）を加えてもまだm個
に満たないかもしれない。その場合は，同様にして，

（A－λI）pi
（2）＝pi

（1）

となる解pi
（2）を加える。（もちろんpi

（1）は 1 つとは限
らないので上記の選択問題を含む。従って，pi

（1）が
複数の場合は右辺にそれらを並べてガウスの消去法
を行う。）まだm個に満たない場合は同じことを繰
り返し，最終的にm個の列ベクトルを得る。（実は，
m個得たとき，もう一回この操作をやろうとしても，
そんな解はもうないことがわかる。）このm個が一
次独立であることは，ある定理から保証されている。
従って，m重解の固有値に対してこのようなm個の
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一次独立なベクトル（その固有値に属する広義固有
空間の基底）が得られるのである。各固有値に対し
てこの方法で重複度分の列ベクトルが得られるか
ら，n個の一次独立なベクトルを得る。これらを並
べてPと置くと，固有値λjに対して，

（A－λj I）pi
（ j＋1）＝pi

（ j）

より

Api
（ j＋1）＝pi

（ j）＋λj pi
（ j＋1）

となっているから，P－1APは次のJordan標準形と
呼ばれる上三角になるのである：

　　　　　　　  J1（λ1）  0　 …　  0
　
　　P－1AP＝

  　 0　 … 　 　    …  
　　　　　　　     …　　　… 　  0 
　　　　　　　  　0　 …　 0　J1（λ1） 

ただし，正方行列Jλjは，サイズが 1 なら（λj）のこ
とで，サイズが 2 以上なら，

　　　　　　　  λj　 1　 0　…　0
　　　　　　　  0　…  … 　　  …

　
　　  

Jj（λj）＝   …    …  …  …    0 
　　　　　　　  …    　  …  …    1 
　　　　　　　  0　…　…　0　 λj

（λ1,  . . . , λrは異なるとは限らない）なる上三角行列
でジョルダン細胞（Jordan cell）と呼ばれる。Jj（λj）
のサイズは固有値λjの重複度を超えず，同じ固有
値に属するジョルダン細胞のサイズの総和が重複度
になる。

5.　終わりに

　繰り返すようだが，行列の対角化は問題が具体的
であり，学生にとって非常に取り組みやすい教材で
ある。ところが，すべての正方行列が対角化できる
とは限らないため，このトピックは中途半端な形で
終わることになる。対角化というトピックを途中で
やめることなく，完結させることは，学生に達成感

を与えるという意味でも重要だ。また，理論的に必
須である三角化は，具体的な練習問題に取り組み難
い。ジョルダン標準形は，これら両方の欠点を解消
してくれるので，筆者は対角化の後，すぐにジョル
ダン標準形を教えることを勧めるのである。これは
連立方程式の練習になることはもちろん，もし学生
が理論的な疑問を発せば，それこそ教育的であり，
理論を発展させるチャンスと考える。（広義固有空
間の一般論，最小多項式，単因子論等）
　最後に，三角化で重要な定理に，すべての正方行
列はユニタリー行列で三角化できる（シュアーの定
理）がある。行列Aのジョルダン標準形 Jとその変
換行列Pを求めてから，Pの列ベクトルを基にグラ
ムシュミットの正規直交化法を使って，ユニタリー
行列で三角化する練習なども非常に有益な教材と考
える。具体例は省略するが，その正規直交基底を並
べた行列をUとすれば，ある正則な上三角行列Sが
あってU＝PSと書ける。また，J＝SS－1Jと書ける
ことに注意しておけば，

AU＝APS＝PJS＝PSS－1JS＝US－1JS

となる。ここで，T  :＝S－1JSも依然上三角行列だか
ら，ユニタリー行列による三角化

U－1AU＝ tUAU＝T

（tUはUの転置行列）を得るのである。T＝S－1JSを
求めることも行列計算の練習となるし，ジョルダン
標準形Jが崩れてどのような上三角行列Tが現れる
か，実例で確かめるのは楽しいことと筆者は考える。
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