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境界値問題への積分変換と複素積分の応用Ⅱ

－応用数学における教材研究一

森本真理・成田 章

ApplicationsoflntegralTransformationandComplex
ContourlntegraltoBoundaryValueProblemn

-StudyofTeachingMaterialinAppliedMathematics-

MariMoRIMoToandAkiraNARITA

(2007年11月30日受理）

Wehaveseeninthepreviouspaper[1]thattheboundaryvalueproblemwasusefulfora

trainingoftheappliedmathematicaleducation, inwhichtheone-dimensionalheatconduction

equationwastreatedasanexample. Infindingthesolutions,weusedtheLaplaceandFourier

transformations,andtheBromwichcomplexintegral. Inthispaper,wefindtheLaplace

inversetransformationofthetransformderivedin[1]makinguseoftheappropriateformulae

inTableofmathematicalhandbook. Itisshownthattheinversesarerepresentedusingthe

Gauss'serrorfunction,andisalsoprovedthattheyareequivalenttothosein[1].

KEYWORDS:boundaryvalueproblem,Laplaceinversetransformation,formulainthetrans-

formationtable,Gauss'serrorfunction.

はじめに1． 2． 有限長の棒における熱伝導

［1］では，境界値問題を通して，高専における応

用数学で学習した多くの数学を取り上げることが出

来ることを見てきた。特に，熱伝導方程式では

1）時間rに関するラプラス変換

2）ブロムウィッチ積分を利用したラプラス逆変換

3）フーリエ級数を用いる方法

4）座標xに関してもラプラス変換を用いる方法

5）ラプラス逆変換表を用いる方法

の各手法を用いることができる。

1)～4）に関しては， ［1］において考察した。こ

こでは， 5）についての考察を行う。つまり，公式

集［5］のラプラス逆変換表を用いることにより，

解をガウスの誤差関数［6］で表す。また， それが

[1］の手法で求めた解と同等であることも示す。

［1］で扱った有限長の棒における一次元熱伝導問

題に関する境界値問題は次のものであった。

0U(x,r) 62U(Mr)
：＝＝ （2.1）

6r 伽2

U(0,r)=0 (2.2a)

U(1,/)=0 (2.2b)

U(MO)=x (2.2c)

ここで式(2.2）は境界条件である。全ての境界条件

を満足するU(期'）のrに関するラプラス変換

万(Ms)が

sinh,/Fx
万(Zs)=王一

S

(2.3）
ssinh,/r

で与えられることは［1］で導出された。

ここでは， このラプラス逆変換を逆変換表を利用
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することにより求め，次にそれが［1］で求めたブ

ロムウィッチ積分による表現と一致することを示す。
＝:二

(2.9）2.1 ラプラス逆変換表を用いる方法

公式集［5］を利用することにより， （2.3）のラ

プラス逆変換を計算する。

二二三

が得られる。また， ［5］より, L-'e-"/s=e("－α）

(α＞0）である。ここで, 8("－α）はステップ関

数でe("－α)=1(">"), 0("<Q)で定義される。

これを用いると，／("）は（2.6)， （2.9）より

、/万(")=L-Vﾗﾃg(s)

=E8("-(2"+'-x))
〃＝O

-Ze("一(2"+1+x)) (2.10)
〃＝O

となる。この／("）を（2.5）に代入すると，式(2.8）
つまり式(2.4）の右辺第2項は
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より, r>0であることから，第1項はxとなる。

第2項の計算がここでの目的で，逆変換表を利用し

て実行する。 ［5］の『関数に演算を施したときのラ

プラス変換』の表における公式を適用する。それは

伽
Ⅷ
／
一
Ｌ

〃

４ノ

’
一

〃｜
ｅ

小

ｍ

Ｆ
山
③

１
｜
〃
鞄

一
一
や
戸

畑
ｒ
生

偲
倫

く

″く

Ｌ

／

(2.5）

L-1撮仰

=古書{腺‘-′ざ職‘"-ｴﾆ峠′〆卿吻｝

=方言脱"〆織’”

(2.6）

である｡ここで, Cは複素S平面上において, g(s)

の極の全てが直線此(s)=cの左側にあるように選

ばれる任意の実数である。

g(s)=濤鶚，
とおくと，式(2.4）の右辺第2項の逆変換は

(2.7）

=志雲{1"…伊鋤’〃r職-さ"'"}
となる。これをガウスの誤差関数

Erf(x)=J;※『2ch/ （2.11）

で表すことを考える。そこで, v="/(21/了）とおい

て変数変換をすると，

耐
Ｍ
１
，
ｎ

ｎ
．
１

・
１
Ｓ

Ｓ
ｇ

１
Ｌ =が攝仰 (2.8）

と書くことが出来る。この式の右辺は公式(2.5）の

左辺に等しいので， この計算のためには／("）がわ

からなければならない。／("）は式(2.6）で与えら

れるので, L-'g(s)を求めなければならない。

しかし, g(s)の逆変換は, [5]の逆変換表には
掲載されていないので， それを求めるには少しの工

夫が必要となる。ここでは，最後まで公式集を用い，

解をガウスの誤差関数で表す。次の節では， ブロム

ウィッチ積分を利用することにより， ［1］ と同じ結

果が得られることを検証する。

まず, g(s)を定義に基づいて指数関数に戻し，

1/(1-x)のマクローリン展開を利用して1/(1-e-")

を展開すると，

'/7rg(s)=上es(x-1)-e戸蟹(涙十'）
s l-eF2$

4V亨三㈹

="{Er'（2帯※ )-Erf(2"詩” )｝
(2.12）

(2.12）を（2.4）に代入すると，

U(xr)

-ｴ-"{&㎡F帯遍)-Erf(2"Z="（ ）｝
（2.13）

となり， これが公式だけを用いた解である。誤差関

数で表されているのがその特徴である。
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2.2前回の解との等価性

ここでは， （2.6）のL-'g(s)をブロムウィッチ積

分を計算することにより／("）を求め， ここから，
[1］における解(3.10)と一致するところを見る。

（2.6）と式(2.7）より

L-'g(s)=式隙ご"惹鶚Zd' (2･14)

joo)

である。 これはg(s)がV蚕を含まないことから1

価関数の積分となり， 2価関数を扱わなければなら

なかった［1］の(3.8b)の解法より容易に扱える。

関数g(s)の極は, s=0, sinh8=0を満たすs

となる。後者の解は, S"=="刀j("=0#1,±2,…）

であり, s"(n≠0)はg(s)の1位の極となる。ま

た, s=0は2位の極のように見えるが，分子もs=0

で0になることを考盧して, g(s)をsに関して
Laurent展開するとsO=0も1位の極であること

がわかる。

ブロムウィッチ積分（2.14）を求めるには, Fig.1

に示した閉じた積分路を用いる。つまり， （2.14）

はFig.1に示した路における積分の値に等しい。そ

のとき，直線ABは， s"の右側にあるように選ばれ

る。その積分の値は，留数定理より，積分路内にあ

る全ての極における留数の和に等しい。soでの留数

を計算すると,Res[e",/7rg(s),0]=xである。また，
s"(n≠O)における留数は， ロピタルの定理を用い

ることにより，

-ioo)

Fig. 1

="+号喜(子)。 （2.16）
●

COS〃汀〃s1n〃刀x

ここで, e"""+e~"""'=2cos"7r〃を用いた｡ (2.16)

を（2.5）に代入すると
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(2.17）

を得る。中括弧内の第1項は，変数変換v="/21/r

を行うと次のようになることは容易にわかる。

"~e-"""''@jiI=2〃几｡｡e-''W=､/7r7 (2.18)

また，第2項は被積分関数が偶関数なので，積分範

囲を(-oo,oo)に拡張することができる。ただし，

そのとき因子1/2を掛けておかなければならない。

こうすることにより， さらにCOS〃汀〃をe伽羅"で置

き換えることができる。それは, e緬爾"に含まれる

sin〃〃〃が奇関数であるため積分によってOになる

からである。そして，指数部を－"2/(4r)+加兀"＝

－"27r2r_("－j2"耐)2/(4r)のように変形して，変数

変換w=("－j2"耐)/2V了を行う。このとき積分範

囲は， 〃：一CO→COより, W:一○○+j2"耐→oo+

j2"耐と変換される。このwに関する複素積分は，

W平面上の4点-L+jq,L+jq,L,-L(L→｡O, q==

2"耐）を頂点とする長方形の周上で関数e－帳をコー

シーの定理を適用して積分することにより， W：

－○○→oo (実軸上）における積分に一致すること

がわかる。よって，次が得られる。
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となる。よって， （2.14）はこれらの和で求まる。

、/7匙-'g(s)=,/7Z/(")

="+姜喜(－1:鯛.“sln〃汀x

＋上重(-1)"e"'ri" .s1n刀兀x
7rF, " -
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(3.4）g(s)=e-βｿ(2V7rr)

とおき，

Q(B,r)=L7V7『万g('/F)

JRZe-"""''.…”

=e-"2"2!2打典eF'$"ch4/

＝2,/7万e-"輪2’

(2.18)， （2.19）を（2.17）に代入すると，

(3.5）(2.19）

を求める。 （2.6）より，／("）を求める必要性があ
るが，

/(")-"g(,)-*'("-B) (36)
が曝仰

=※十号雲(号)"…in"7rx (2.20)

となり， これを（2.4）に戻すと次のようになる。

となる。 ここで, L-1e戸vs=8("－α)(Q>0)を用

いた。これを式(2.5）に代入すると次の式を得る。

”‘)=赤〃"〃‘(鰯-β)伽@重(-')卿~‘U(x,r)=
刀〃＝1 〃

eF"'"2'sin"7rx (2.21)

＝2左膿鋤"物
v="/(2")とおいて変数を変換すると，

Q(B,r)=方""州

-*{Erf(．･)-Erf(*)}

=告-v:zfF)

(3.7）これより，公式集を用いて解いた場合も ［1］の

(3.10)と全く同じ値となることがわかった。

3． 半無限長の棒における熱伝導

次に，半無限長の棒における熱伝導問題を考える。

[1］で熱伝導方程式（2.1）を境界条件

U(O,r)=0 (3.la)

|U(LI)|≦〃 (3.1b)

U(LO)='(X) (3.1c)

のもとで解くことを考えた。ただし,Mは正の定

数であり,/(x)=1(O≦x≦1), 0(x>1)である。
［1］でU(L/)のラプラス逆変換汀(Ls)は次の

ように求められた。

(3.8）

（3.8）を（3.2）に代入して計算する。簡単のた

めに, Erf(B/(2Vr))="(B)とおく。このとき，

の(α）はα＞Oである必要性はないことに注意する。

eFv@が偶関数であることから， 妙(q)=一妙（－α）

となり,8(x-1)+8(1-x)=1に注意すると，

U(x/)U(Mr)=L-'"(xs)

=e(1-x)+Q(1+"r)-2Q(Mi)

-8(1-x)Q(1-x,r)+e(x-1)Q(x-1, r)

ここで, Q(B,r)は

Q(βか‘『‘士〆f (B>0)

=毒(2“)-“+'）
+e(1-x)"1-x)一e(x-1"(x-1)}

(3.2）

=左(2州-雌十')-妙(葉－1)）(3.3）

*{2Er'（六）

㈱-Erf㈱｝-Erf

で与えられ, B=x, 1-x,x±1である。ここでは，

e-@f/(2s)に表を利用して逆変換Q(B,r)を求めて，

次にU(x,r)を求めることを考える。また， その

U("r)が[1]でのものに一致することも示す。

｜
’

(3.9）

これが，公式集を利用して，誤差関数で表した解

となる。

3.1 ラプラス逆変換表を用いる方法

公式集［5］を利用するため，

平成20年2月
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3.2前回の解との等価性

（3.8）より, 1=2Q(0, /)が得られる。これを利

用し, 8(x-1)+e(1-x)=1に注意しながら(3.2)

を計算すると，

U(xr)=e(1-x){Q(O,D-Q(1-x, r)

+Q(O,r)-Q(xr)}

+e(x-1){Q(x-1,r)-Q(Mr)}

+Q(x+1,r)-Q(Mr) (3.10)

となる。ここで，

R(")=2*j:'g"物 (川

4・ まとめ

［1］では， 1次元熱伝導方程式に関する境界値

問題を，積分変換と複素関数を利用するという手法

で解いた。そこでは， ラプラス逆変換にブロムウィッ

チ積分という複素積分を用いたが， ここでは，公式

集における逆変換表を用いて求めた。その結果，有

限長および半無限長の棒の両方の場合について，逆

変換は［1］で求めた関数形とは異なり， ガウスの

誤差関数を用いて表されることがわかった。従って，

表を用いたとき，逆変換が誤差関数で与えられるの

は1つの重要な特徴と理解されるべきである。

半無限長の棒における熱伝導の場合は，表から求

めた誤差関数の形の解と前回の解との等価性を， そ

の延長線上で自然に導きだすことが可能であった。

しかし，有限長の場合は，半無限長の場合と似た手

法で等価性を証明することは困難であった。結局は，

その証明は， ブロムウィッチ積分（[1］での積分よ

り容易）に頼らざるを得なかった。両方の場合で違

いが生ずる理由は今の段階では不明である。

今回，応用数学の教材研究として熱伝導に関する

境界値問題に挑戦してみて，複素関数の知識が大い

に役立つこと，様々な積分公式に精通しかつ活用で

きなければならないこと， などを痛感した。そして，

応用数学の授業で普段学んでいる各知識が，各方面

で役立ち，工学系にとっては必要不可欠であること

がわかった。本校では， 4年生までで基本的な応用

数学の講義が提供されている。卒業研究などの専門

科目で，これらが多いに活用されることを期待したい。

とおく◎このとき, q,6>0である必要はないこと

に注意する。R(q,6)=Q(q, /)-Q(6,r) となり，

e戸""(4‘)が偶関数であることから, R(O,6)=R(-6,0)

が得られる。また, R(q,0)+R(0,6)=R("6)であ

ることから, (3.10)は次のように変形できる。

U(Mr)=8(1-x){R(x-1,0)+R(O,x)}

+e(x-1)R(X-1,x)+R(x+1,x)

=R(x-1,x)+R(x+1,x)

公式集［4］の

赤洲=÷1雲八・．伽ハ
を利用すると，

(3.12）

R(q,6)=÷正'J;-八｡sMcJ1"
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となることから， （3.12）は，次のようになる。

卿)=÷L"芋舳1x
-{sinス(万一1)+sinス(X+1)}]"

-号1｡芋旧｡｡伽M （3.14）

（3.14）から，公式集を用いて解いた場合も［1］

の（4.11）と同じ結果を得ることがわかった。
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