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境界値問題への積分変換と複素積分の応用I

－応用数学における教材研究一

森本真理・成田 章
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Theboundaryvalueproblemfortheone-dimensionalequationofheatconductionis

studiedasateachingmaterialintheappliedmathematicaleducationintermsoftheintegral

transformationsandthecomplexcontourintegral. TheLaplacetransformationwithrespect

totimeontos-spaceisperformedatfirst,andtheobtainedordinarydifferentialequation

concerningrealspacecoordinateissolvedinthevariousmethods. Theinversetransformation

ofthesolutioniscarriedoutusingtheBromwichcomplexintegralwhichisaformulaforthe

inverse. Sincethesolutionisgenerallyafunctionof,/rwiththetwo-valuedpropertymaking

calculationoftheintegraldifficult,adetailedandeasilyunderstandabledescriptionforthe

integrationisgiven. ThemethodduetotheFouriertransformationisalsogivenforfinding

thesolutionfollowedbytheeasyinverseoperation. Itshouldbestronglyrecognizedfromthe

discussions intextthatthemathematicssuchastheordinarydifferentialequation, the

LaplaceandFouriertransformationsandthecomplexanalysisaremutuallyandinseparably

joinedandcomplemented,andtheireducationinanengineeringisveryimportant.

KEYWORDS:boundaryvalueproblem,heatconduction,LaplaceandFouriertransforma-

tions,Bromwichintegral

と，境界値問題系における個々の数学の応用の一端

と親密な繋がりに関する認識を与え， それらの数学

に対する教育の重要性を再認識することである．従っ

て， この論文は応用数学教育における教材研究に関

するものであって，学術的に新しいものは特には含

まれない．

教育および社会をとりまく諸般の状況から推察す

ると，理工系学生の数学に関する学力は低下傾向に

ある．上で述べた目的を取りあげた背景にはこのよ

うなことがある．つまり， それを少しでも上向かせ

るように，数学は必要であるとの認識を与える一端

を担いたいのである．境界値問題系を取り上げたの

は，工学全般においては， この系の利用頻度が高く

応用数学の重要性を理解して戴くには最適と考えた

はじめに1．

理工系における応用数学は，大まかにはベクトル

解析系，境界値問題系および確率・統計系の3つに

分けられる． ここで，境界値問題系は，多くの数学

から構成され，我々が講義で取り上げているものは

常微分方程式， フーリエ解析， ラプラス変換，複素

関数論および境界値問題である． その他に，直交関

数系，特殊関数，関数空間（線形代数)，変分法な

どがある． この論文の目的は，物理学や工学で現れ

る問題の処理において， この系を構成する個々の数

学が重要な役割を果たしていることを具体例を挙げ

て述べ（講義で取り上げているものだけに言及)，

それらの関連性と威力を示すことである．換言する
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からである．

以下の節では，特に熱伝導方程式に的を絞って，

この方程式の境界値問題にフーリエ変換やラプラス

変換などの積分変換を利用してその解法を論ずる．

2節では熱伝導方程式とラプラス変換について私見

等を述べる． 3節と4節では，空間的に1次元に簡

単化した有限長の棒と半無限長の棒の2つの例につ

いていろいろな解法を試みる． これより常微分方程

式，積分変換および複素積分が不可分的に結合して

いることが深く認識できるはずである． この2つの

例は，応用解析の授業において実際に変数分離法を

利用して解法を与えているものであり， ［1,2］積分

変換による別の解法を示すことは極めて教育的であ

る． さらに，逆変換における複素積分の計算を具体

的に実行することによりその威力を認識し計算方法

を体得することも重要である， ということもわかっ

て戴けると思う． また， これらの解法は極力わかり

易いかたちで与えるので，研究に必要な人たちにも

有用であると考えている．

時間反転の対称性がないと表現されていて，熱の不

可逆性（熱力学第2法則）に起源を有していると考

えられる． これに対して波動方程式は時間反転の対

称性を有し，未来と過去は同じ方程式で記述される．

一方，座標に関してはどちらの方程式も反転対称性

を有することは， ／に関するのと類似の議論から容

易にわかる．

熱伝導方程式の解法で積分変換を応用するとき，

rに関しては決まってラプラス変換が利用されフー

リエ変換が使われることはない． この理由は，熱伝

導方程式が時間反転の対称性を持たないことによる．

座標に関しては問題に応じて都合の良い方が利用で

きる．

常微分方程式と熱伝導方程式の解法にラフ°ラス変

換(rに関して）を応用したときの逆変換の方法に

ついて述べておく．教科書レベルの簡単な常微分方

程式では，逆変換は簡単な表にまとめられた公式を

利用する程度で容易に求めることができる． ［1,2］

しかし，熱伝導方程式では，簡単な表の利用で求め

られるほど容易ではなく， もっと大きな表が必要と

なる． ［8］ しかも，関数形の複雑さのため欲しい関

数がそのまま載っていることは期待できず，表を使

いこなすにも訓練が必要である． それでも表を利用

する方法が通常行われているようであり，著者の一

人もそういう教育を受けた．

一方， ラプラス逆変換には，複素積分で与えられ

るブロムウイッチ積分という一般的な公式が存在し，

それを計算することで逆変換を求めることができる．

[1,8］著者らはこちらの方が熱伝導方程式に対して

は，汎用性があって良いと考えている． しかし， こ

の積分では2価関数を含む複素関数の経路積分を計

算しなければならない， という厄介なことに遭遇す

る．つまり，複素関数論についてかなりの知識が要

求されそうな気がする． しかし，実は， こつをのみ

こむとその経路積分の計算はそんなに難しいもので

はなく， この論文ではそのこつも与える． これによ

り複素積分による方法の威力を十分に感じ取って戴

けると思っている．

通常，表を利用して得られた解は誤差関数を用い

て表現される． ［4,8］ これに対してブロムウイッチ

積分から得られるものは座標に関するフーリエ級数

またはフーリエ積分で表現される． どちらが良いか

は用途に依るが， これらが数学的に等価であること

は複素積分におけるコーシーの積分定理［1,2］を

利用することにより証明できる． この証明は紙数の

都合により次回に譲る．

2． 熱伝導方程式とラプラス変換

境界値問題は，偏微分方程式を与えられた境界条

件（初期条件まで含む）のもとで解くという問題で

ある．詳細については文献［3]-[6］を参照された

い．良く知られているように， 自然現象を記述する

偏微分方程式は大まかには熱伝導方程式（または拡

散方程式)，波動方程式， ポアッソン方程式， ナビー

エ・ストークス方程式， シュレデインガ一方程式の

5つ位の型に分類される． ［7］ ここでは，簡単のた

め最初の2つにのみ言及する．つまり，

')熱伝導方程式:p@6¥')=脆△U(z/) (2.1)

2)波動方程式: '¥;')=v'AU(盛') (2.2)
である． ここで， ／は時間, '.=(Ly, z)は媒質内

の位置を表す． △はラプラスの演算子を表し式△＝

02/6X2+62/ay2+62/6Z'で定義される．式(2.1)で

U(r, r)は温度である. p, C, 凡はそれぞれ密度，

比熱，熱伝導率であり一定としている．式(2.2)で

は, U('; r)は波の変位， vは伝搬速度である．

熱伝導方程式はrに関して1階微分となっている

ので，置き換えr→－rにより左辺に負号が現れて

方程式の形が変わる． これは，過去における熱伝導

現象を考えても無意味で未来を対象とすることだけ

が意味がある， と解釈するべきである． この性質は，

秋田高専研究紀要第42号



－76－

境界値問題への積分変換と複素積分の応用I

3.2通常の方法とラプラス逆変換

ここで述べる通常の方法とは，常微分方程式(3.4）

を解くための最も馴染みのあるもののことで，多く

の教科書に記述されている方法のことである．

[1,2］方程式(3.4)の同次微分方程式の解〃は，

その特性方程式の解が士,/蚕となるので〃=C,e'/Fx+

C2e-侮巽となる． ここで, C,, C2は任意定数である．

また，特殊解はzix+Bと仮定して(3.4)に代入す

ることにより求めることができ，麺－1となる．従っ

て，方程式(3.4)の一般解は

D(x, s)=c,e""+c2e-"¥+= （3.6）
S

である. C,, C2は式(3.5)を用いるとC,=-C2=

-(2ssinhVr)-]のように決めることができる．以

上より，全ての境界条件を満足するU(x, s)は次

のようになる．

D(x, s)==-=吾器 (3.7)
次にこれをラプラス逆変換しなければならない．第

1項の逆変換はxであることは容易にわかるが，第

2項は見るからに難しそうである． この逆変換は表

を用いてもできるがここではブロムウイッチ積分を

利用して求めることにする． ［1,2］逆変換表を用い

た計算は次回で行う．式(3.7)の逆変換は第2項に

ブロムウイッチ積分を利用すると

U(x, /)=Lr'D(x, s)=x－〃(x, r) (3.8a)

"(X, r)=鍼ご雪ご=謡姜亦 (3.8b)

のように書くことができる． ここで， oはsに関す

る複素関数F(8)=sinh,/rx/(ssinh,/F)の特異点が

範囲Re(s)<oに存在するように選ばれる任意の実

数で，今の場合，後でわかるようにo＞0に選ぶこ

とができる．複素積分(3.8b)は,F(s)が1価関数

でs=0を中心とする半径Rの円周上で有界で不等

式|F(s)|≦M侭慰(">1,M>0)を満足すれば，

Fig.1に示した閉じた積分路に沿って積分したもの

に等しい． ［1］理由は,F(s)がその不等式を満足す

ることを実際に容易に示すことができるので，円周

部分における積分がR→COのときにOに収束する

からである．

しかし，今の場合F(s)はV了を含み, V了がs=0

を分岐点とする2価関数であるため,Fig.1の積分

路を用いることが出来ないように思われる． それは，

Fig.1の路は分岐点s=0のまわりを1周するので，

,/意はゾア悪=e"i,/F=-,/言となり, 1周して積分路

の出発点に戻ってきたときに，符号が変わってしま

3． 有限長の棒における熱伝導

有限長の棒における熱伝導問題の一例として次の

境界値問題を考える．つまり，空間に関して1次元

の熱伝導方程式

6U(x, r)_02U(L/)
（3.1）

0r 0x2

を境界条件

U(0, r)=0 (3.2a)

U(1, r)=0 (3.2b)

U(x, 0)=x (3.2c)

のもとで解くことを考える. [1,2] これは付録に述

べたように，熱伝導方程式をもう少し緩和した境界

条件「U(0, i)=0,U(ﾉ,D=0,U(x, 0)=cMx」のも

とで解くことと等価である．以下の解法は多少の改

良により質的に異なる他の境界条件に対しても応用

できる． ここで解く問題は，長さ1の棒内の時刻0

での温度分布が式(3.2c)の直線的増加を示していて，

j>0において棒の両端の温度を0に保持するとき，

任意の時刻r(>0)における棒内の温度分布を求め

る問題である．以下で， この境界値問題をrに関し

てラプラス変換することにより解く．

3. 1 rに関するラプラス変換

U(x,Dのrに関するラプラス変換U(x, s)は

D(x, s)=z'U(x, ')=j;~e-"U(x, ')" （3.3）

で定義される． ［1,2］式(3.1)の両辺をjに関してラ

プラス変換して整理するとxに関する常微分方程式

"=;s)-s"(x｡ s)=-" （3.4）
ぬ2

を得る． この式を得るために，左辺のラプラス変換

では境界条件（3.2c)を用い，右辺ではxに関する

微分とrに関する積分の順序を交換した． また，境

界条件もラプラス変換しておかなければならない．

式(3.2)にこの変換を行うと

９
９

０
１

く
く

一
Ｕ
－
Ｕ

(3.5a)

(3.5b)

０
０

’
一
一
一

ｊ
ｊ

８
８

となる．式(3.4)はxに関する非同次の2階定数係

数線形常微分方程式でこれを境界条件（3.5）のも

とで解けばよい． これから先の主な解法には3通り

考えられるのでこれを以下に順に述べる．
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軍
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制

９
］
｜
〃

一
一の (－1)"-］

U(x,

である．

e-"''r@'sin〃刀x （3.10）ioo) 〃

3.3 フーリエ級数を用いる方法

常微分方程式(3.4)をフーリエ級数を利用して解

くことを考える． U(x, s)はO≦x≦lで定義され

ているので， これをフーリエ級数に展開するには有

限区間で定義された関数のフーリエ級数を扱うこと

になる． ［1,2］ これにはフーリエ余弦級数と正弦級

数がよく用いられるが，今の場合，境界条件（3.5）

を考盧すると正弦級数を用いなければならない． こ

れより

D(M)=Z6"(s),i"""" （3.11）
〃＝1

とおく． これが境界条件（3.5）を満たすことは明

らかである． （3.11）を（3.4）に代入すると，

-ioo)

Fig. 1

い不連続が生ずるからである．つまり，積分路上で

の正則性が破れていて留数定理が適用できないので

ある．通常， このような状況下にある多価関数の複

素積分はRiemann面上で実行されなければならな

い. ［9］つまり，複素平面上の分岐点を始点とする

適当な直線に沿って切目(cut)を入れてその面を

作り,F(s)がその上でl価関数になるようにして

積分しなければならない． このため今の積分

(3.8b)は厄介そうに見える．だが，幸運にもF(s)

は分母と分子に面を含み,F(e2"'s)=sinh(-1/rx)/

(ssinh(－両))=F(s)が成り立つので1価関数で

ある．従って, Fig.1の路に沿って積分すれば良い．

その結果，留数定理が応用できる．

関数F(s)の極はこの関数の分母を0とおいて求

めることができる．つまり, ssinhW=0よりs=0,

sinhVr=0である．後者の解はS"==一〃27r2("=

0, 1, 2,…）であるがSoは除かなければならない．

何故なら，分子にも,/了を含むものがあってsoは

sinh(､/rx)/sinh,/了の極にはなっていないからであ

る．結局, F(s)の極はs=0とs"(〃之1)で全て1

位の極である．積分(3.8b)に対して極s=0から

の寄与はその留数Res[esIF(8),0]に等しく， それ

を計算するとxとなりこれは式(3.8a)の第1項を打

ち消す．極s"(〃≧1)からの寄与は留数

Res[e''F(s),s"]=l"(s-s")e''F(s)

。◎

(左辺)=-Z
〃＝1

("2"2+S)6"(S)Sin刀冗x (3.12)

となる． また， （右辺)=-x(0≦x≦1)の正弦級

数が，

‐2(－1)"-】ヌ(右辺)=-x=
〃兀

励＝1

（3.13）
●

S】n〃兀X

となることは，簡単な計算から容易にわかる． （3.

12）と（3.13）を比べると，

(－1)"-】 16"(8)=2
兀

(3.14）
〃 〃27r2+s

が得られる． これを(3.11)に代入してこのラプラス

逆変換が

"'6"(s)=÷(-：ll=Le-"'"'' （3.15）

であることを用いると,U(x, s)の逆変換が(3.10)

に一致することが容易にわかる．

3.4xに関してもラプラス変換を用いる方法

ここでは常微分方程式(3.4)をxに関するラプラ

ス変換を用いて解いても同様の結果が得られること

を見る．有限長の棒であることからU(x, s)の定

義域は0≦x≦1であるが， ラプラス変換を応用す

るためにはその定義域は0≦xでなければならない．

そこで，境界条件(3.5b)との連続性から, 1≦x

ではU(x, s)=0と定義するものとする． 1≦xに

おけるU(X, s)をこのように定義するのも一つの

方法であるが, 0≦x≦1におけるU(X, s)が周期

‐州､等伽) Ⅲ聾s猛諾）
=4(-')"e~""""sin",rx （3.9）
刀 〃

で与えられる． ここで極限の計算にはロピタルの定

理を利用した．式(3.8)よりこれを〃に関して和を

とって符号を変えたものが解である．すなわち，解

U(x, /)は
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を（3.19） に代入して0≦x≦1とすると3.2の

(3.7） と同じ式となり，後は同様にしてU(x, /)を

求めることができる．

また， （3.7）を用いてv,=u(1-0, s)よりy,を

決めると1-sv,=,/3coth,/盲となる．詳細は省略す

るが， これを（3.19）に代入してx>1のときの

U(x, 8)を求めると，簡単な計算からU(x, s)=0

となり， その範囲での定義と矛盾しないことがわか

る．

的に繰り返したものである， というように定義する

方法もある． どちらを採用しても得られる結果は同

じであるが， ここでは前者を採用する．

これに合わせて，微分方程式(3.4)を次のように

修正しなければならない．

"=,)-,D(x, $)=-e(,-x)/ （3.16）
欧2

ここで, 0≦xであり, 8(x)はステップ関数で式

9(x)=0(X<0), 1(x≧1)により定義される．上

で拡張したU(x, s)が(3.16)の解となっているこ

とは容易にわかる.D(x,s)のラプラス変換U(p,s)
は

4． 半無限長の棒における熱伝導

半無限長の棒における熱伝導問題の一例として，

熱伝導方程式(3.1)を境界条件

U(0, /)=0 (4.1a)

|U(x, r) |≦M (4.1b)

U(x, 0)=/(x) (4.lc)

のもとで解くことを考える． ただし,Mは正の定

数であり,/(x)=1(0≦x≦1), 0(x>1)である．

：＝＝＝

U(p, s)=LxU(x, s)

＝J;字e-咽(x, s)伽=J;! e-"ロ(x, s)ぬ （317）

で与えられる． ここで， 1≦xではU(x, s)=0で

あることを用いた． （3.16）をxに関してラプラス

変換すると，

ｊ８ハ
Ｕく一

刊
蜥

、
Ｊ
Ⅲ
イ
ノ
〆
｜
死

８
，
ノ

９
＠
Ｊ
。
１

ｍ
Ｑ
刊

８
’
｜
｜

’
Ｑ
Ｘ

の
一
Ⅸ
カ

ー
２
＋
｜

加
亦
Ｊ
ｑ

２心
但
Ｉ
い
〃

４
’
一
町
弘

一
一
Ｓ
ｌ
ｌ

ｊ
｜
ｊ

剛
イ
伽

4.1 rに関するラプラス変換

境界条件(4.1c)より, 3.1節と同様にして，

α2#D(x, s)-sD(x, s)=-/(x) (42)原U(x, s)－sU(x, s)＝－/(x） （4.2）
を得る． また，境界条件(4.1a,4.lb)のラプラス

変換はそれぞれ，

U(0, s)=0 (4.3a)

|U(x, s) |≦Ⅳ (4.3b)

となる． ただし，NはⅣ=MJRe(s)となる正の定

数で, (4.3b)はU(x, s)が有界であることを示す．

(芸十封＋
１
｜
，
グ

’
一 e－p

となる. vO=UX(0, s), v,=Uk(1-0, s)とおくと

〃"a_,)+p¥,U(p, s)=-

+六e+:;-,､)蔭′ （3.18）

が得られる．部分分数分解をし, L､'1jp"+'=x"/"!,

Lr'q/(p'-a2)=sinhqx, lgr'p/(p'-a2)=coshczx,

Lr'e-'F(p)=8(x-1)/(x-1) (ただし, Lxf(x)=

F(p))を用いると, (3.18)のラプラス逆変換を求め
ることができる． その結果，次式を得る．

4.2通常の方法とラプラス逆変換

ここでは3.2での手法を同様に用いる． （4.2）の

同次微分方程式の解〃は〃=C,evrx+C2e~緑となり，

また，特殊解は4と仮定して（4.2）に代入するこ

とにより4=(1/s)f(x) と求めることができる．
従って，常微分方程式(4.2)の解は

D(X, S)=C,e,Ex+C2e-､Fx+号/(x) (4.4)
である．

境界条件（4.3） とx=1におけるU(x, s) と

Ux(x, s)の連続性より, 0≦x≦1におけるC,,C2

は, C,=-(2s)-'e一遍C2=-S~'+(2S)-1e-Fと求ま

り， また, x>1におけるC,,C2は, C,=0,C2=

(e'/r+e-､/z~-2)(2s"｣と求められる． ここで, U(x, s)
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＋ (3.19）

これに(3.5b)の境界条件を適用するとVoは1-svo

＝,/了/sinh,/了のように決めることができる． これ
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と肌(x, s)のx=1における連続性は，物理的に

は，温度と熱流がともにこの点において連続である

ことによる．境界条件から得られる任意定数の値が

0≦x≦1とx>1の場合で異なることから， これ

らを3.4で導入したステップ関数e(x)を用いて

U(x, 8)=8(1-x)U､x, s)+e(x-1)F>(x, 8)の

ように表すことができる． ここで, U<(X, s)とい

(X, s)はそれぞれ0≦x≦1のときとx>1のとき

のU(X, s)である. U(x, s)を一式で表示すると次

のようになる．

D(x, s)=g=､/m+x)-2e-'/F"
2s

＋2-祭‘~， ，(1－艇)+‘芸，e(x-1)
（4.5）

(4.5)を導くのにe(x-1)+e(1-x)=1を用いた．

このラプラス逆変換は，次のようにまとめること

ができる．

joo)

-ioo)

Fig.2

とき経路B→C,F→4からのQ(B, r)への寄与は

0であることを示すことができるが，証明は読者自

ら試みられたい．経路D→Eからの寄与は8==rei8

(－万≦e≦刀）とおくと次のように求めることがで

きる．

． e"でie

fE"'G(s)6Xs=卿古典5雨吾"e
＝古f1"9=7ri （4.8）

E→Fとc→Dに対しては， それぞれs=pe"(p:0

→oo), s=pe-'"(p:｡｡→O)のようにpへ変換し
てそれらの積分を足すと次のようになる．

U(x, r)=Lr'U(X, s)

=8(1-x)+Q(1+x, r)-2Q(x, r)

-8(1-x)Q(1-x, r)+e(x-1)Q(x-1, r)

(4.6）

ここで, Q(B,r)は

Q(e, ')-Lr!*eJ'"

＝売膜ざま‘一徹娠岬>0）
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(4.7）

で与えられる。βは（4.6） と比較することにより

B=x, 1-x,x 1でありβ>0である． (4.6)は

関数G(s)=e-β勺(2s)のブロムウイッチ積分によ

り与えられている. G(s)は2価関数V蚕を含むこと

から, s=0を分岐点に持ち， また, s=0を極に持

つ． このことから， 3.2ではF(s)が分母分子に,/r

を持つことから回避できたことが， ここでは回避で

きない問題として直面することになる． そこで，

Fig・2のように，複素平面上においてs=0から実

軸の負側に切目(cut)を入れることによりつくっ

た積分路を考える． B→CとF→』は半径Rの円

弧の一部,D→Eは原点を中心とする半径，の小さ

い円弧である. E→FとC→Dはそれぞれ切断の

上と下で，そこでは偏角はそれぞれ刀と－刀である．

G(s)はこの閉じた積分路内に特異点を持たないこ

とから， コーシーの定理を利用すると, B→』にお

ける積分は, B→C→D→E→F→4の新しい積分

路における積分へ変換される． ただし, B→cとF

→4ではR→oo,D→Eではγ→Oとする． この

(4.8)， （4.9）より （4.7）は，

Q(B｡ ,)=*- J;｡g/伽ハ (4.10)
となる． これを（4.6）に代入して， ステップ関数

の性質e(1-x)+e(x-1)=1を利用して式を整理

すると，解U(x, r)は

U(x, /)=÷J;"･f'' ('-c｡sj,M
（4.11）

と求まる．

4.3 フーリエ変換を用いる方法

3.3と同様に，常微分方程式(4.2)をフーリエ変換
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を利用して解くことを考える． (4.3b)からD(x, s)

は有界なので

-2+eJﾇ悪-')+e－1/叉x－1）
O(x, s)=9(x-1)

2s

2-2e-､/了x-e,/r(x-')+e-'/g(x+')

雌,)=傷い(α･ ‘)愚…α
_

（4.12） (4.18）＋
2s

となる． ここで, e(x-1)+e(1-x)=1を利用し

てうまくまとめると（4.5）に一致し，後は同様に

してU(x, r)を求めることができる．

のように正弦変換S(q, s)を用いてフーリエ積分

の形に表すことができる． これが境界条件(4.3a)

を満たすことは容易にわかる． （4.12）を（4.2）に

代入すると，

(左辺)=-"J;-(."+,)s("｡ ,)愚加剛
（4.13）

となる./(x)=1(0≦x≦1), 0(x>1)の正弦変換
は容易に計算できることから，

5． まとめ

応用数学教育における一つの教材研究として， 1

次元熱伝導に関する境界値問題の解法を積分変換と

複素関数を利用するという立場から考えた．棒の長

さは，有限のときと半無限のときの2つの場合を扱っ

た． いずれも， はじめは時間rに関してラプラス変

換(s空間） して座標xに関する常微分方程式をつ

くり， その後は考えられる種々の方法で解くことを

試みた． その結果，次のことがわかった．

1)xに関する常微分方程式を解いて， その解をラ

プラス逆変換するときに， ブロムウイッチ積分を利

用するのは良い方法であることが確認できた． しか

し， その解を表す関数形は一般に2価関数､/言を含

むのでその複素積分はかなり難しい． そのときの積

分の方法を詳しくかつわかりやすく与えた．

2)xに関する常微分方程式を解くのに，境界条件

を取り込むように座標に関してフーリエ級数または

フーリエ変換を利用して' Sを係数部分に含ませて

分離してしまうと，係数は容易にしかも簡単な形に

求まる． そして， この係数のラプラス逆変換は極め

て容易である． これより， この解法が最も容易であ

ることが明らかになった． その理由は，熱伝導方程

式が座標に関する三角関数をもともとの解として持っ

ているためである．

3)xに関する常微分方程式を9 Xに関してもラプラ

ス変換(p空間） して解くことはできるが，簡単で
はないことがわかった． その理由の1つは，与えら

れた境界条件とは異なる棒の端での条件が入り込み

得ることである． もう1つは，棒が有限長のときに

起こることで， ラプラス変換における定義域は半無

限であるが，未知関数の定義域は棒の範囲にあるた

め未定義領域における扱いが問題になるからである．

以上のことから， 冒頭において， 目的に掲げたよ

うに，常微分方程式， フーリエ解析， ラプラス変換

および複素関数論が，境界値問題の解法において重

要な役割を演じていて，相互に繋がっていることが

わかって戴けたと考えている．従って，他の数学も

(右辺)一芸"( ）
1-cosq

a
sinCMxdCM (4.14)

が得られる． （4.13)と(4.14)を比べると, S(q, s)

が得られ，それを(4.12)に代入すると，

儂当吾鶚αα
（4.15）

帥, ‘)=÷J-

となる． これをラプラス逆変換すると（4.11）に一

致することは容易にわかる．

4.4xに関してもラプラス変換を用いる方法

常微分方程式(4.2)をxに関するラプラス変換を

用いて解くことを考える． U(p, s)=LxU(x, s)と
するとき，初期条件(4.3a)を利用して(4.2)の

両辺をxについてラプラス変換すると，

e~'-1
(p2-S)U(p, S)-VO=

p

となる． ここで, v｡=Uh(0, s)としている． これよ

り，次式を得る．

D(p, s)=Z壺二W-方奎苦 (4.16)
右辺を部分分数分解して， 3.4と同様にラプラス逆

変換すると次式を得る．

o(x｡ s)=9(x_,)~[c｡sM(x-')-']

-÷[｡･sh,/Fx-1]+%sinM" (417)
この式でx→｡○としたとき, (4.3b)よりU(x, s)

は有界であるという条件からvO=(1-e-jr)/,/了が

得られる． これを（4.17）に代入すると
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に変換することができる．従って, (A.1)の境界

値問題を解くには一般性を失うことなく (A.2)を

解けば良いことがわかる．

含めてこれらの数学および応用数学に関する教育を

強く推進して行かなければならない． また， ラプラ

ス逆変換は表を利用して行われることも多いが， ブ

ロムウイッチ積分の計算ができればそれに頼る必要

はない．表を利用するのは，複素関数論を学んでい

ないために起こることかも知れない．

付録． 熱伝導方程式の無次元化

1次元の熱伝導に関する境界値問題
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