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/"電子系における諸量の必･必多項式表示による考察
成田 章

Considerationsdueto4･I/PolynomialRepresentations

forVariousQuantitiesin/"Systems

AkiraNARITA

(2005年11月25日受理）

ThevariousquantitiessuchastheCoulombinteractionbetweentheelectronsand

Casimirisoperatorsin/2configurationarerepresentedintheformsofthepolynomialsin

x=J!･吟． Itisshownthattheanalyticalexpressionsoftheeigenvaluesforthequantitiescan

beobtainedforthemaximal spinmultipletsbyexpandingtheminto/"systemand

combiningwiththeeigenvaluesofCasimir'soperators. Itisnewthattheproceduresare

performedwithoutuseofthegrouptheoreticaltechnique. Thecalculationsarereallydonefor

e,,e2,e3andthesameresultsasthoseobtainedusingthegrouptheorybyRacaharederived.

KEYWORDS:Racahtheory,/"electronsystem,句symbol,Casimir'soperators

だし， スピン最大多重項に限ると， e2， e3の解析的

表現も求められている. '〕

電子間クーロン相互作用やCasimir演算子など

の諸量は, ')'3)た階の単位テンソル演算子〃(｡の内積

で表され， そしてその行列要素が6/記号で表され
ることはよく知られている． また， 〃(勘の一次結合

は一般1次変換群の部分群であるSUZI+1,R2I+1,G2

などの無限小演算子(Lie代数）になっている.3)

著者らは，最近， その6/記号がX==ﾉi･ルのル次多項
式で表すことができることを見出した.4） この多項

式表示を利用することにより，諸量はxの多項式で

表すことができ， それらの取り扱いに新たな局面が

開かれることになる．

／2におけるスピン最大多重項に対しては, Xの値

は容易に知ることができるので， これを／"系に拡
張することにより， この多重項に対する諸量の固有

値を求めることができる． これを上で述べたe,， e2，

e3について言えば， スピン最大多重項に対するこれ

らの固有値の解析的表現を, Casimir演算子の固有

値と組み合わせると，群論を用いないで求めること

ができる， ということである．

この論文の目的は，上で述べたように，諸量の演

算子をxの多項式で表し， それによって何が得られ

るかを包括的に検討することである． その結果，

はじめに1．

希士類やアクチニド原子は複雑な原子スペクトル

を有することはよく知られている． これらの原子で

は，／軌道が開殼となっていてそこに〃個の電子が

存在している． この不完全殻のことを以下では／”

系と言うことにする. Racahはその複雑な原子ス

ペクトルを説明するために，／"系における電子状態
の研究にLie群を導入した. 1) この群を用いて電子

状態を分類し，何が量子数であるかを明らかにし，

さらにcfp(coefficientoffractionalparentage)

の計算を簡単化する方法を考案して，／"系における

電子間クーロン相互作用やスピンー軌道相互作用な

どの行列要素を求めた． しかし, Lie群を基礎とし

ているために， その理論は，極めて難解で，固体物

理学の分野ではごく一部の研究者にしか理解されて

いないように思われる．

Lie群を導入することにより,/"系における電子

間クーロン相互作用は4個の量eo， e1， e2， e3で整

理された． そして， それらの固有値が求められて表

にまとめられている.2） しかし，固有値を〃,L2,S2,

seniority数VおよびU(群G2の既約表現）で表す

解析的表現については， e0， e,については求められ

ているが, e21 e3については求められていない・ た
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Racahが群論を用いて導いたいくつかの表式を，

群論を用いなくても求めることができる， というこ

ともわかる．

(2k+1)/(2ﾉ+1)を用いた［文献3) :式(6-19)].

式（4）を用いて式（3）を書き換えると

G(凡峠4)=TLr"+z7塁丁喜z$｡), (5a)

G(SU@峠,)=緤召祭十浦喜[zjo)+z;e)], (5b)

G(G2)=:+苦言駒， (5c)

2． 電子間クーロン相互作用

／"系における電子間クーロン相互作用は，次のよ

うに表されている. 1,3）

Hp=eOEO+e,E1+e2E2+e3E3.

eo=72,,Io).,jo),
j>ノ

（1）

(2a)

となる． ただし，

ノ

z;･)=ZI,,(2k-').W/(2k-1)
k＝1

ノ

zje)=Z,,,(").,,i("
k＝1

g,=''}').'j')+''}5).鰺5）

(6a)

e,=Z(9,'!0).ijo)+2,'}2).ij2)
j＞ノ

＋2ﾂ4).鯵4)＋2,,(6).鯵6))，

(6b)

(2b)

(6c)

e2=Z(286v}2).,j2)-260v!4).,j4)+70w}6).､j6)), (2c)
j>ノ

である. G(R2I+,), G(SUZ,+,)およびG(G2)の固有

値は求められていて， それらは次のように与えられ

ている． ［文献3） ：式（5-51)， （5-54)， （6-16）を参

照]．

E(221'I2).1i2)+8,,}4).jj4)-14,,}6).,j6)). (2d)
j>ノ

e3＝二

ここで, ,,}&)はj番目の電子に対するん階の既約テン

ソル演算子であり， その還元行列要素はく"ﾉ | ly(k) | |

"7'＞＝〃亮干~I6"",6",で定義される ［文献2) :式

(5-13)]． シ(りはJuddのテキストに採用されている

記号で,3)単位テンソル演算子〃(k)との間には'(k)==

〃万千~I"(A)の関係がある.Racahは〃(&)を用いた. 1'5)

以下の議論ではJuddに従ってソ(&)を用いる．

G(R2!+1)=

1
[ v(4+4ﾉｰy)-2s(s+')], (7a)

2(2ノー1）

G(SUM)=2(2}¥1)
X[3"+2"'- "'-2S(S+1)-zgfr], (7b)

G(G)=t[疎+鰯；+"l",+5",+4",], (7c)

ここで, (",,"2)は群G2の既約表現である．式(5)

と（7）から次の量を求めることができる．

z(｡)=Zz；．）
j>ノ

ー昔"'一昔s(s+1)+3v(4+4ﾉｰv), (8a)

Z(e)=Zz;e)=一昔s(s+1)+=v(v+2)
i>ノ

+¥("-v)(2I+3)-芸諾"("-1). (8b)

3． Casimir演算子

ある群についてのCasimir演算子とは，一般に

は，文献3）のp.124で定義される演算子のことで，

その群の全ての無限小演算子と可換である， という

性質を持つ． この演算子は群R2/+1, SUhi+,およびG2

については，次のように与えられている.3）

G(凡峠,)=病害〆峠')"(2k-') (3a)

G(SUZ,+,)=六書"""” (3b)

G(G,)=4[I'<""《”+〆)"《"} (3c)
4． 澱).ザ)の多項式表示ここで， リ'(&)はり'(k)=ZIL,,,}k)で定義される． これよ

り, "(k)の内積は次式で与えられる．

""""=2喜州｡+"鶚 （4）
行列要素く〃|ﾂ似ず|ﾉ2L>は,Messiahのﾃｷｽ
ﾄ，付録C, (91)を用いると6）

ここで, ,,}k).,,}k)はjに依らないこと，および[,,(A)]2=
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X4=1968-1855vj'+6975vj"

-1350vj3)+990vj4),

*x'=-1590+54172v#n-13455v;"
+19305v;3)-4950vj4)+1350v$5),

苦』順6=1300128-2415259vノリ+5317011v$2)
-1944810v;3)+1400490v;4)-330750v;5)

+28350v;6).

"=<ﾉ2LM|v州｡|"M>

=(-)L(2h+1) ｛#//｝
＝て圃澤哉而帥）

(12d)

(9a)

(12e)
(9b)

となる． ここで, 40(/)=1, 4k(ﾉ)=1If,",(/) (k≧1)

であり, α‘(')=′(/+1)+圭一士/2である また, 0
三k≦2ﾉである． この式で， 6/記号が多項式Pk(燕）
で表すことができることについては，文献4）を参

照されたい ここで,L=L+&,L=jf="=I',x=

(L2－42-42)="である． Pk(x) の初期値は

Pb(x)=1,P,(x)=xであり, P2(x)～P6(x)の具体的

な形は文献4）に与えられている． xは演算子と考

えることができるので, PA(x)も演算子と考えるこ

とができることに注意しよう．式（9）からわかる

ように， ／＝3に対して，演算子v#)=v}k).〃はPk(X)

の具体的形を用いて次のように表すことができる．

(12f)

5. si.Sjと〃との間の関係式

文献4）で次の等式を導いた．

-162008,.32=x+19x5-8X4-1713x3

-6417x2+14094x+52974. （13）

この式の右辺は式（12）を用いてv#)で表すことが

でき， その結果は

-(昔十2州）
=yjO)+y;1)+Vj2)+Vj3)+Vj4)+V;5)+Vj6) (14a)

=v;0)+zj｡)+zj．), (14b)

となる． ここで，式(6a),(6b)を用いた．従って，

等式（13）はRacahがMajoranaの演算子に対し

て導いたものと同じであることがわかる［文献5） ：

式（54)]、 この式を用いると, ZbとZの和をS(S

＋1）で表すことができる．即ち，式(8a)と(8b)

の和が求められる．従って，式(5b)よりG(S[/@,+,)

の固有値を求めることができる（式(14a)はノ=p,
dなどについても成り立つことに注意)． これは従

来のcfpによるRacahの方法5)およびLie群を用い

た方法3,7)とは異なる方法を与えている．

7'';0)=1, (10a)

28v;')=x, (10b)

252vj2)=2x2+x-96, (10c)

540vj3)=xa+2x2-81x-72, (10d)

13860yj4)=7X4+35x3-705x2-2295x-7128, (10e)

37800vj5)=7r+70X4-651x&

-606"+5454x+44352, (10f)

1247400v;6)=154X6+269邸-4172X4

-247779沼-739242x2+2334654x+5892480.

(10g)

これらのv#)を用いて，式(2)で与えられるeo～e3

をxの多項式で表すと，確かに文献4）に与えたも

のに一致する．式（10）を用いると式（6）で与え

られるzj｡), zje)および駒もxの多項式で表すこと
ができる． それは

6． スピン最大多重項の戯(/嘘,"+'L)の固有値

／2配置におけるスピン最大多重項は3P, 3F, 3"

であり， それらのx=Ji.吟の値はx=-11, -6, 3

である.4）従って, h(x)=(x+11)(x+6)(x-3)=0

が成り立つ． これを利用するとxの2次より高い次

数の多項式で表される演算子は2次式に下げること

ができる． これより,", zj｡), zje)およびgyは式
(10)， （11）より次のようになる．

5400zj｡)=x5+10x4-83x3-846x2+162x+5616, (11a)

113400z;e)=14X6+245x5-322X4-22239X$

-72072x2+193914x+550800, (11b)

5400gy=Xs+10X4-93X3-866x2+972x+6336, (11c)

となる．式(10)を逆に解いてX"'をv#)で表してや

ると次のようになる．
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演算子などの諸量をX==ﾉ,､ルの多項式で表わすこと

を行った． スピン最大多重項に対しては， それらを

/"系に拡張してCasimir演算子の固有値と組み合
わせることにより，諸量の固有値の解析的表現を得

ることができることを示した． この操作は，群論を

用いることなしに行うことが出来る， ということが

新しい．具体的には， この計算をel9 e29 e3につい

て実行し, Racahが群論を利用して得たのと同じ

結果を導いた．

770v#4)=4x2+2x-297, (15e)

1260v;5)=28f+179x-924, (15f)

13860v;6)=13(-14x2-Tx+132), (15g)

z;｡)=一昔, (16a)
zj.)=-&, (16b)
gli=-*(x2+8x-331 (17)
また， これらを用いると式（2）で与えられるek(/",

"+'L)(k=1,2,3)は次のようになる．

e,(/","+'L)=0, (18a)

e2(/","+lL)=0, (18b)

e3(/","+'L)=昔喜(2x;+x,-66). (18c)
e3(/","+'L)は式(17)のgyを用いると次のように
書くことができる．

es(/","M)=-3Z(x,-6gl) (19a)
j>ノ

=-3[ L'-12G(G,)] (19b)

ここで，式(5c)と (7c)を利用した． これらは

Racahの結果に一致している. 1)つまり, v#)とgｩに
対する多項式表示を用いると, Racahが群論を用

いて導いた結果が群論を用いないで導出できる．
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