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〃2配置におけるLS多重項エネルギーの多項式表示

成田 章

SimplePolynomialRepresentationsofLSLMultipletEnergies

inﾉ1ﾉ2Configuration

AIriY､aNARITA

(2004年12月9受理）

Thesimplerepresentationsduetothepolynomialsobeyingtherecurrenceformulaeare

foundfortheLSmultipletenergiescausedbytheelectrostaticCoulombinteractionbetween

twoelectronsintheﾉ,ﾉ2-configuration,whiletheyhavebeensofarexpressedusingthea/and

6/symbols. Thecalculationsoftheenergiesareverymuchsimplified. Theexpressionsofthe

polynomialsuptok=6aregiven,inwhichhistheorderintheexpansionofl/ly･]－『21intermS

ofthesphericalharmonics・ Asthesimpleapplication,theLS-multipletenergiesforp2,d2and

f2configurationsarecalculatedasafunctionofL,andtheHundruleisexamined. Itisfound

thattherulecanbeobtainedbytakingintoaccountuptok=4termforf2,althoughforP2and

d2therulecanbewelldescribedonlybyk=2term,andthespintripletstatescanbemore

stabilizedbythehigherorderterms.

KEYWORDS:LSLmultipletenergies,"2-configuration,3/and6/symbols,Hundrule.

の目的は,‘その多項式表示を導くことである．

その表式を利用することにより, LS多重項のエ

ネルギーは軌道角運動量の内積L･ルで表すことが

でき，ベクトルモデルを拡張できることになる． そ

して，／2配置におけるエネルギーのそのモデルにお
ける表式も比較的容易に導出できることになる． ま

た， ベクトルモデルのﾉ"配置の場合への拡張も容

易に行うことができる．

はじめに1．

原子における多重項のエネルギーを求める方法に

はいろいろある． それらを列挙すると, Slaterに

よる総和則を用いる方法'),VanVleckによるベク

トルモデルの方法2､3),Racahによる既約テンソル

演算子の方法4)9 C､f.p(coefficientsoffractional

parentage)の方法5)9回転群を用いる方法6)である．

既約テンソル演算子の方法とc.f.pの2つの方法が

定着しているように思われる． ただし，何れについ

てもこれらの方法の理解は難しい．特に, Racah

による理論は極めて難解で，約半世紀が経過した今

日でも，多くの研究者はその理解に苦心しているよ

うに思われる．

既約テンソル演算子の方法によれば，〃2配置に

おけるLS多重項のエネルギーは3/と6/記号を用

いて表される．我々はその表示における句記号を
簡単な多項式で表すことができることを見出した．

これにより， エネルギーもその多項式で表すことが

可能であり，計算は著しく簡単化される． この論文

2. 〃2配置におけるLS多重項のエネルギー

2. 1 従来の表式

開殼γ,＝(",ﾉ,）とγ2＝("2ﾑ）を占有する2電子を

考える． 〃’は主量子数， ムは方位量子数である．以

下では簡単のためにこの系をﾉ,ﾉ2配置という． この

配置におけるLS多重項の反対称化された波動関数

をW(7',7'2LEMM)とする. 7''=7'2のときは,Lとs

の間に関係式L+S=eve"が成り立つときだけが許

容される7).MとMはそれぞれ全軌道および全ス

ピン角運動量Lとぶのz成分である． 2電子間のクー

ロン相互作用Hb=e2/ly･]－『21の期待値E(7',72)は
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良く知られていて， 3/， 6/記号およびSlater積分
の積で次のように表される3.7)．

P｡(x)=1である. (2)の句記号はその定義から明

らかなように，負のkに対してはOなので, k<O

のときP"(x)=0と定義している． これより, (7)

でk=0とおくとP,(x)=xを得る． (2)の3/記号

よりO三k≦2ﾉ耐でたが偶数のときのみﾉﾙはOでな
いので， （8）ではk=2〃とした． ここで， ノ師はムと

ムの小さい方である．

L=A+/2を用いると(6)のxは

1

x==(z'-r-")=I,･J2
と書くことができる． これより／》はム･I2の関数と
考えることができる． 2≦た≦6に対するPk(x)の

具体的な関数形は付録Aに与えた．

E(7',72)

=<w(7,72LsMM)IHblw(7,72LsMM)>

＝の(γ‘γ2)重(〃膨+gkGt)
片＝0

(1)

"=(-)L(2ﾑ+1)(2/2+1)

×㈱(制{淵 (2)

gk､-)s(2ﾉ,+1)(2"+1)
2

㈱{鰍｝× (3)

2.3段に対する多項式表示

ﾉ2＝ﾉ'のとき（3）の母はたに一致し， （3）でﾉ！

とﾉ2を交換してもそこに含まれる印と6/記号の性

質からgkの値は不変である． これより，た＞ムと仮

定することができる． また，両記号の性質から, gh
はﾉ2－/1三k≦ﾉ2＋ﾉ】 ノ1+/2+k=(偶数）の2つの式

を同時に満足するときだけoと異なる値を持つ．／ル

に対してと同様に' 9kも多項式で表すことができる．
その導出は付録Bで述べここでは結果だけを与え

ることにする．

（1）での(γ,γ2）はγ'＝γ2のときの＝1/2, γ'≠γ2の

とき⑳＝1である． Fk, GkはともにSlater積分で，

F肱はクーロン積分，ぴは交換積分である．

R蝋(γ,,&;f｡'J"-(")
×R73(r')R74(72)P･f"'r;"2 （4）

とするとFk=R'(7,,72;7,,7'2), Gk=Rk(7'17'2;7'27'1)で与

えられる． ここで9 e2は電子の電荷の2乗であり，

Rydberg原子単位ではe2=2である． Rγ⑦は1

電子波動関数の動径部分である． g'=B,("2)gk(L2) (10)

(k+1)Q&+,(L2)=(2k+1)(昔"+"&)9(Z2)
一肋ﾙ(19)2Qk-,(L2) (11)

&(ﾊﾙ)=(－1…"""¥"

×[(叶綴差,)Ⅲ箸三淵]'⑰
ここで,Z2=L(L+1), ノ=(ﾑ+&)/2, 9=ﾙｰﾑ，ん(4

9)=(1-92/k2)/I(/%である．／h(/）は(7)に含ま
れるのと同じものである． 〃kは付録Bに定義され

ている． ここで, (10)の9t(L2)は漸化式(11)
で決められ，初期値は

“蝿)=差主g-n[4(L+')-'('-')](13)
で与えられる， (3)の句記号の定義から明らかなよ

うに, k<9のとき9A(L2)=0と定義している． ま

た’ 9＝0のときQ｡(Z2)=1であり， これは2.2で
述べたP｡(x)=1に一致している． (12)で"Q="!メ

[た!("－〃)!］である． (10)はル:=9のときは文献3),
（18）に一致している．

2.2〃こ対する多項式表示

（2）のﾉﾙは3/と句記号の積で与えられている．

付録Aに与えたように， 6/記号は簡単な漸化式に
従う多項式PI(x)を用いて表すことができる． そ

の結果,/iもその多項式で表すことができる.それ
らの導出は付録Aに与え， ここでは最終結果だけ

を示す．それは次式である．

/ル=4k("2)Pk(x) (5)

(6)魂=昔肌+1)-/,(A+1)-J@(L+1)]
(脆十肌！=(2朧+'ﾙ+÷繩+'肌

-k[/i(h肌(ﾉ2)]2Pk_] （7）

“ん)=[2｡(2奇1)!!]′肌剛 （8）

（2ﾉ＋1)2

B｡(')=ri(2!+f="2！+1-21) （9）

r＝O

ここで，多項式Pt(x)は漸化式(7)で決められる．

(7)の九(Dは付録Aで定義されている．初期値は
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3． ノ2配置における多重項のエネルギー

ノ2配置における多重項のエネルギーは（1）で

ﾉ1==ﾉ2とすれば得られる． このとき，八=gx,Fk=Gk

なので（1）は
2／

E(ﾉ2)=ZjikF:* （14）
た＝O

となる. ここでんに対して（5）を用い， さらにそ
こに含まれるP2k(x)には付録A.4に与えた関数形

を用いる． これにより,p2, d2,〆配置におけるLS
多重項のエネルギーE(ﾉ2)を容易に求めることがで

きる． それらは以下のようになる．p2および‘2配
置については,Racahによる結果に一致している3).

O.

0．
》

哩

-O.

0 1 2 3 45 6 7 8

L

(1)p2配置

E('"+*(6,~8)F｡
一

(15）

O、(2)d2配置

E(d2)=/bFo-t/iF2ｲ IF4

九一'作券醐,灸＝

(16） 1

八
O.

侭
22

(17）P4(x)
32．212

〈･ミ
）

4P2(x)=6x2+3x-72 (18a)

16P4(x)=70x4+350x3-1170x2-5310x-324 (18b)

2-O.

（3）九配置

E(/i)=/bFOf/iF2+jIF4+jbFM

、 22 22

/i=M=FP2(x)'JM=11=45'P,(x)'
24

/i=93･1i'･13'P6(x)

0 1 2 3 4 5 6 7 8
L(19）

(20)
0．

4P2(x)=6x2+3x-288 (21a)

16P4(x)=70x4+350x3-7050x2-22950x+71280

(21b)

堂O.
（

狸
》

32P6(x)=462x6+8085x5-12516x4-743337x3

-2217726x2+7003962x+17677440 (21c)

-O.2

4． フント則の検討

01 2 3 4 5 6 7 8
L

ここでは3節の結果を用いてﾉ2配置におけるLS

多重項についてフント則を調べる． （14）のんは，
xに依存するがx=[L(L+1)-2ﾉ(ﾉ+1)]/2よりLの

関数と考えることができる． ノをパラメーターとし

てんをLの関数として描きFig.1に示した．

Fig.1jikareshownaSafunctionOfthetotalangular

momentumLinﾉ2configurations. (al/i, (bl/Mand(c)/h.
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最初に， 0≦L≦2ﾉ, S=0, 1であることを念頭

におかなければならない． また, L+S=evenであ

ることにも注意しなければならない．従って, p2

配置については，可能な多重項は'S, 3P, 'Dの3

個である．八に対する図から， それは3Pに対して
最小となりフント則に合っていることがわかる. d2

配置について可能な多重項は18, 3P, 1D, 3F, 1G

の5個であり, 3Fが最小でやはりフント則に合っ

ている． しかし，／2配置については， 】Gが最小で
3Hが最小であるというフント則に合っていない．

しかし，九はL=4.3で極小を持ち両者はその両脇に

位置している．従って，高次の災の効果によりaH
の方が下がってフント則に合うことが期待される．

実際に, Fig.1(b)に示した〃こ対するグラフはこ

れを裏付けている. g2配置についても同様のこと
が言える．

また，高次の効果は， スピン3重項状態を安定化

する傾向をもつこともわかる．

(庶+'M+｣(",(c){:+,;:}

＝(趾+'ﾙ+圭朏)］

‐城(Mc){:_｣;:}

㈱
(A.1)

ここで, L,6,cなどは角運動量の大きさを表す. 6/
記号内の6個の角運動量を辺とする4面体を構成す

ると各々の面は三角形であるが， これらの三角形に

ついて三角不等式が満足されるものとする．その不

等式が満足されないとき句記号の値は0である．
角運動量zについて宮を次式で定義しこの論文全体

で用いる．

E=V応手了う (A.2)

また,(A1)の八(6)とxはそれぞれ次のように定
義されている．

加)=昔 (A.3)(26＋1十k)(26＋1－k）

5． まとめ

x=f(L,')
(A.1)の証明

(A.4)

ノ,ﾉ2配置における2電子間クーロン相互作用によ

るLS多重項のエネルギーは町と句の両記号で表
されているが， この従来の結果に対してそれをもっ

と簡単に表す多項式を見出した． これにより可や

句記号の計算が不要となり計算が著しく簡単化さ

れた． そして， この配置に対して/bまで使える多

項式の具体的な形を求めた．従って，〃や／2配置
まで適用可能である．その多項式表示の簡単な応用

として, p2, Cﾉ2,/2配置についてLS多重項のエネ
ルギーを全軌道角運動量Lの関数として計算し，

フント則を検討した．その結果,／2配置に対しては

/iの項ではフント則は得られず次の八の項を入れる
ことによりフント則が得られること，およびスピン

3重項状態も高次の項により安定化される傾向を示

すことがわかった．

文献9),p.2791(35e)を用いる．それは

{鰯}側=(-)･享(-)'(2汁'）
×剛剛側 (A.5)

であり, s=q+6+c+d+ef/+g+ヵ句である． こ

の式で, q=6, d=c, e=A'j=1,g=L, "=C,ノ=6
とおくと次のようになる．

朧}㈱=(-)ゞ享(-)'(2‘+'）

×{:笠}{鯉}{洲 (44.6）

付録A炎の多項式表示

災を多項式で表すための基本は句記号に関する
漸化式で， それは文献8）の（17）に基づいている．

その式はRacah係数に関する漸化式であるが， こ

れを句記号で表したものは文献9), p.279, (35e)
である．以下の証明では文献9)の漸化式を利用す

る．

ここで, s=36+3c+L+k+1である. (A.6)の右

辺の和は角運動量の結合に関する三角不等式から，

k－1≦r三k+1の範囲で行えば良いことがわかる．

また， この式で，中に1を含む6/記号は計算出来
る7)．左辺については

ノ

(-)L+6+@ X
●－

，/而干了う-て図示F了う虎㈱ (A､7)

A､ ／の記号に関する漸化式

（2）の6/記号について次の漸化式が成り立つ．

である．右辺については，句記号の対称性を利用
して9)， この記号の中の1を2行1列の位置に移動

平成17年2月
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してから計算する． ﾒ=k-1, ki k+1に対する結果

は次のようになる．

(i)r=k-1のとき

ここで， α騰とα庶-,の間に関係式

1
(A.14)

qk=/i(6)/I(c)α‘-』

を仮定すると(A.13)は(A.11)となる. (A.11)

はx, 6, cを含むのでPkはこれらに依存するが, 6,

cを定数とみなしてxだけの関数と考えPk(x)と表

している．

次にα鵬の具体的形を求める．漸化式(A.14)より

1

α脆＝聡 α0 (A.15)
Ⅱ〆(6)f(c)
I＝1

を得る． これは(A.12a)に等しいことがわかる．

(A.10)でル=0とおいて句記号の値を文献7)の表
から求めると

…-㈱一志言器万 (A.16)
となる． ここで,R(x)の初期値を凡(x)=1に選ぶ

とα0の値として(A.12b)を得る．

ji(6)
{砿'}=(一)‘

北

6,/mz平Iフ

(A､8a)

(2k-1)(2k+1)

(ii)r=kのとき

儒享｝=昔(-)”
66"

1kb

1

{制=昔(-)”
(iii)r=h+1のと壱

{槻'}=(-)”

(iii)r=h+1のとき

!1k b j 、

(A.8b)
MZ万千丁フ

ん,(6)k+1

V(2k+1)(2k+3)6､/てZZｴ了う
(A.8c)

(A.6)は, rに関する和をとって(A.7)と(A.8)

を利用すると次のようになる．

蝿:}=六八(肌‘){備竺,詞

一芸繩+')E;:}

＋錺血‘(恥判(．){應職} (A9) A､3／ﾙの多項式表示

（2）より災(k=2")は, (A.10)のように句記
号が関数Pt(x)を用いて表すことができることから(A､9)より容易に(A.1)を得ることができる．

丸＝ん(ﾊﾑL)B"(x) (A.17)

のようにB"(x)で表すことができる．ただし,&(x)

に対する漸化式(A.11)で6=h, C==ムとしている．

ここで， （2）と(A.10)から4顔(ﾊﾑL)は

ん(ML)=(-/(2A+1)(2"+1)

￥(;脚)(;淵)助〃 (A.18)

のように与えられる．ただし, Z耐をムと〃の小さい

方とすれば， 〃＞らのときは3/記号の性質より
42"(/,肌)＝0である．文献9) (p.274, (23b))より

(A.18)の3/記号は

(淵)=(-)峠･型"-1)!! (/+")!〃！ （ノー")！

A.2の記号に関する多項式表示

側=α帥） (A.10)

とおくと関数Pk(x)は次の漸化式を満足する．

(州)…=(2備川十÷脆十')]帥）
一雌(6)/I(c)Pk-,(X) (A.11)

ここで,PA(x)の初期値は凡(x)=1である. (A・10)

のα脆は次式で与えられる．

α0 ．
at==-r (k≧1)

(A.12a)
Ⅱ〆(M(c)
r＝1

(-/+6+・ (A.12b)αo＝＝

,/てZZ平了う-て死千万

(A､11)と(A.12)の証明 (2ノー2")！
(A.19)×

(2ﾉ＋2"＋1)！(A.1)に(A.10)を用いると次式を得る．

と書くことができるので， これを(A.18)に代入

し, (A.12)を用いて少し長い計算をすると，

』動(ﾑﾑL)として本文の(8)を得る．

(k+1)/i+j(6)/i+,(c)α騰+,H+,

＝(趾+加十÷脈+1)]qkPk
－雌(6M(c)αk-,Pk-】 (A.13)

秋田高専研究紀要第40号
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成田章

A4多項式B(x)～凡(x)

漸化式(A､11)から求めたH(x)～B(x)

下すと以下のようになる． ただし,p:=がざ，
ざである．

{鮒{制=(-)‘亭(-)'(2'+'）

×{糊{脇}{”

を書き

s=62+

(B.3)

4B(x)=6x2+3x-2p (A.20)

4R(x)'=10x3+20x2-2(3p-s-3)x-5p (A.21)

16R(x)=70x4+350x3-10(6p-5s-39)x2

’ -10(17p-6s-9)x+3p(2p-4s-27)(A.22)

16R(x)=126x5+1260x4-14(10p-15s-243)x3

-14(65p-57s-198)x'

+(30p2-100ps+24s2-1425p+522s+540)x

+14'(5p-128-36) (A.23)

64R(x)=924X6+16170x5-84(15p-35S-1022)x4

-42(370p-581s-3939)x3

+42(10p2-5Qps+28s2-1300p+1179s+2610)x2

+21(13m72-492ps+120s2-2951p+1110,+900)x

-20p(p2-8ps+12s2-170p+471s+900) (A.24)

！

ここで, 3=3A+3"+L+k+1である. rに関する和

は角運動量の結合に関する三角不等式から, k-1

≦'三ル＋1の範囲で行えば良い． 中に1を含む句
記号は計算でき7)，左辺については

(-)L+ir+'2 x (B.4)

剛=､厩干mFT"
である． ここで, x=(Z2－ﾉ－透)/2である. (B.3)

の右辺については，句記号の対称性を利用して9)，
この記号の中の1を2行1列の位置に移動してから

計算する. r=k-1, kl k+1に対する結果は次のよ

うになる．

(i)r=た－1のとき

{笠k='}-(-)…÷
(6+c+1+k)(6+c+1－〃(k+6-c)("-6+c)

×
付録Bg舟の多項式表示 C(C+1)(2c+1)(2k+1)k(2k+1)

(B.5a)

ここで, Z)=A, c=んまたは6=", c=ムである．

(ii)r=kのとき

〃－ざ一ﾙ2

{i;f}-=(-)…2bﾙ厩干而雨7 (B.5b)
(iii)r=k+1のとき

{樅'}=(~)‘…上2

B7の記号に関する漸化式

（3）の6/記号について次の漸化式が成り立つ．

(k+*,,){":}=(2k+')(苦好+",)

×{:::}-M(4,){"=,::} (B')
Aとんの大小関係を＆＞ムとしている． ルル(ﾉ,9), "&
は以下で定義されるものである．

(6+c+2+k)(6+c－た)(k+1+6-c)(k+1-6+c)

"",,)=('-=)"' ･ (B2a)

雄=城,,)=一昔(犀十巌)+州-透)‘4ﾙ？

=-(i'+ ,')+だ~筈芸/+1)2 (B.2b)
ここで， ノー(/,＋〃)/2， 9＝/2－ﾉ,であり， ／ﾙ(j）は
(A.3)で定義されている．

×

c(c+1)(2c+1)(2k+1)(k+1)(2"+3)

(B､5c)

(B.3)は, rに関する和をとって.(B.4),(B.5)を

利用すると次のようになる．

(吾が+顔‘)剛=六肌,){産,龍｝
＋擶加"(j,){":} (B6)

<B.6)より容易に(B.1)を得ることができる．(B.1)の証明

(A.5)でα=c="=l,, 6=d=j=h, e=k'j=1,

g=Lとおくと次のようになる． a2の記号の多項式表示

{柵=脇磁） (B.7)

とおく． ここで, (B.7)がOにならないルの範囲は，

平成17年2月
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ﾉ,ﾉ2配置におけるLS多重項エネルギーの多項式表示

句記号に含まれる角運動量の三角不等式からムーム
三k≦ん＋ﾉ,である．従って， この不等式を満足し

ないkの値に対してはβ必は0でなければならな

い．関数gは次の漸化式を満足する．

("+')伽(")=(2脚)(昔"+")“）
－仇(I,9/gk-,(Z2) (B.8)

(B.2a)で与えられるルk(j,9)の定義から明らかな
ように

〃‘(『’9)＝0， 〃,”,(ﾉ,g)=0 (B.9)

である．9の初期値Q9は次式で与えられる．

")-W-n[L(L+')-'('-')] (B'0)
また， βkは次式で与えられる．

β，

β順=典,h'(j,9)
(B.11a)

β,=(-)…(鍔！ (B.11b)

用いて(B10)のように表すことができる． これで

証明は終わった． ．

a3g舟の多項式表示

（3）で与えられる係数g鵬は，句記号が(B.7)

のように関数gkで表すことができることから

gル=Bk(ML)gm(x) ~ (B.16)

と書くことができる． ここで,BM(ML)は

&(ML)=(-)'(2A+1)(2&+1)(柳βk (B.17)
で与えられる． ムーム≦た≦ん十A， A＋L+k=2p=(偶

数）の両方を満足しないとき可記号の性質から

Bk(ﾉ'ﾉ2L)=0である．文献9), p.274, (23b)より

(B､17)の3/記号は

(柵=(2'-2A)!(2'-2"!(2‘'一恥！(2p+1)!

(p!)'

xTE－ﾑ)!(p－ﾑ)!(p－ﾙJF <B.18)
と書くことができる． また, (B､2a)と(B.11)か

らβ庶は次のように書くことができる．

βk＝(－)L+1曲.22'-9).("!)2(29)!
（91)2

(2p-2k)!

x(2p+')!(5=-2ﾑ)!(2p-2ﾑ71 (B･19)
(B.18)と(B.19)を(B.17)に代入して整理する

と＆(ﾊﾙL)に対して本文の(12)を得る．

(B.8), (B.10), (B､11)の証明

(B.1)に(B.7)を用いると次式を得る．

(州伽,(j,9)β鮮伽､2k+')(､")"
-khk(ﾉ,9)A-,QﾙｰⅡ (B.12)

ここで， β鷹とβk-,の間に関係式

β鵬=ん(;,)β－ (B.13)
を仮定すると. (B､12)は(B.8)に一致する． β職が

(B.11a)で与えられることは漸化式(B.13)から

容易にわかる．次に(B.10)と(B.11b)を証明す

る． (B.7)でk=9とおくと

肌={雛}={:吻竺,i+,} (BI4)
である． この句記号の値は文献9), p.279, (36)
から計算できる． その式において， ォに関する和は

1つの項だけからなることがわかるので計算出来る．

その結果は

"=(-/"r｡ ,g4)!､.4+94! (B.15)
（2ﾑ+1)! (L-9)!

となる． Q,=(L+9)!/(L-9)!のように選ぶとβ’

は(B.11b)で与えられる． この必はL(L+1)を
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