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バンド構造の対称性と光伝導度テンソルの数値計算法
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Thenumericalcalculationmethodandthepropertiesoftheopticalconductivitytensor

6･(G))areconsideredintermsofthebandtheory.Thebandcalculationsareusuallycarriedout

inanirreduciblepartoftheBrillouinzone(BZ)determinedbythesymmetryincludedinthe

Hamiltonian".WhenawavevectorinthispartandasymmetricaloperationofHare

respectivelydenotedbykandR, theenergiesatR"areequaltothoseat". Further, the

matrixelementsofthecurrentoperatorsduetotheBIochfunctionscanbegivenbythelinear

transformationofthoseat"usingtherotationmatrixcorrespondingtoR,andthetransforma-

tiondoesnotdependontheexistenceofthespin-orbitinteraction.Byusesoftheseproperties,

thebandenergiesandthematrixelementsincludedintheformulafor3(")canberepresented

usingonlythoseintheirreduciblepartwherethebandcalculationsareperformed.Asaresult

ofit, theregionof"-integralcanbereducedtothepartfromwholeBZ. Inthispaper, this

transformedformulaofS(G))isreallyderived.Then,thesumwithrespecttoRoftheproduct

ofthematrixelementsforthecurrentoperatorsischangedintosummationoftheelementin

thedirectproductR R.

WhenHhasthesymmetryofthepointgroupOh,thesummationwithrespecttoR

immediatelymentionedaboveiseasilyperformable,andgivesthepropertiesthattheoff-

diagonalcomponentsof3(G))areallzeroandthediagonalonesareallequal,andfurther

makesthesimpleexpressionsuitableforthenumericalcalculationforthediagonalcompo-

nent.Forthisreason,themagneto-opticalphenomenacannotbeobservedforasystemhaving

Ohsymmetry. Thesimilarsummationisalsocarriedoutforthesystemhavingthelower

symmetryofC4hforverifyingthepossibilityofthephenomena, andthesomeimportant
propertiesof3(Q))areobtained.

はじめに1 ． る')。

また，また，通常の光物性とは異なって光と磁気の相互

作用が関与する現象は，磁気光学効果として知られ

ていて，代表的なものに磁気光学カー効果とファラ

デー効果がある3-5)。カー効果は，光と磁気の相互作

用の結果が反射光に現れるもので，金属的物質にお

いて顕著に観測される。ファラデー効果は， その結

果が透過光に現れるもので非金属的物質において顕

著である。磁気光学効果は， 固体内における電子の

なかで，磁性を担う電子の光学遷移が直接的に関係

している， というメリットを有し， この効果の測定

固体内の電子状態を調べるために光を利用するこ

とは一つの有力な方法であり，他の方法に比べてか

なり直接的に電子状態を調べることができるという

長所を持っている'-2)｡固体についての通常の光物性

では，反射率を測定してそのスペクトルの

Kramers-Kronig解析から光伝導度または誘電率テ

ンソルの対角成分のスペクトルが求められてい
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な性質も導くことができる。これらのことは， 2節

と4節で述べることにする。

obp(GJ)におけるもう一つの注意点は，式(1.1)の

Fermi分布関数についてである｡式(1.1)では,八k一

丸となっているがこれは数値積分の実行に対して

は扱いにくい形である。都合が良いのはん(1－八k)

の形である。この形に変形することはAppendixA

で行う。

により光伝導度テンソルの非対角成分のスペクトル

を求めることができる。

一方，理論サイドからは，何らかの方法で求めた

固体内の電子状態を用いて光伝導度テンソル恥

(G))(","=x,y,z)を計算し，実験から決められた

スペクトルと比較検討することによりその電子状態

を調べることが行われている2,6-10)。そのときのOhp

(回)に対する基本式としては，有名な久保公式から

導かれたものがしばしば使われ，電子がBIoch状態

にあればその表式は次のように与えられる''一'2)。

伽(｡)＝-÷勇零州'㈹毒:三豊‘
1

×の一a#E"+" ('')
〃鰐)(た)＝〈"'klJbl"た><"kl刈"'k> （1.2）

ここで, 6=+0,E似騰はバンドエネルギー, l ''k>は

BIoch関数，入は電流演算子のα成分， 〃はバンド

の番号, kはブリルアンゾーン(BZ)内の波数ベク

トル,rbk=/(E咳脆)はFermi分布関数, Vは固体の

体積， のは照射光の角振動数である。この論文で

は， カー1とする単位系を使用していることを注意

しておく。従って, Q)は照射光のエネルギーに一致

する。光の吸収を表す量は，通常の光物性において

はdxx(G))の実部ぴ,x､G)),磁気光学効果においては

O;画,(の)の虚部のxｺ,(G))である。

d,xx(G')やのx"(")を具体的物質について理論的

に計算するためには,E,庶と電流演算子の行列要素

くり'た'八|"た>を知らなければならない。これら電子

状態に関する量をバンド計算から求めて次にそれら

を用いてぴ,xx(G))やohxj,(G))を数値的に計算する，

という研究もいろいろ行われている6-10)。我々も，

LaSeについてぴ,xx(G))の計算を行って来た9)。 ま

た, CooperやOppeneer等はバンド理論の立場か

ら的xy(G))を計算しているが，計算方法についての

詳細な記述がないために計算結果をにわかに信ずる

気にはなれないし全面的に正しいわけにも行かない

と思われる6,8)。

この論文の目的は，バンド計算から得られるE"膿

と|"た>を用いて伽(回)を数値計算するとき， それ

を容易に実行するための手続きとそれに適したびをβ

(G))に対する公式を与えることである｡つまり，バン

ド計算はBZの既約部分で行われるので,式(1.1)で

与えられる光伝導度テンソルα,β(。)を数値計算す

るためには，その式に含まれるE"kや〃隊)(")をこ

の既約部分におけるものだけを用いて書き換えてお

くと便利である。その変形の過程で，伽(の)の重要

2・ た積分の範囲の既約部分への変換

Eykと〃鰐)(k)がわかっているとして話を進め

る｡APW法におけるく"'た'八|"k>に対する表式は導

出されているが， これについては文献を参照された

い13-14)｡

ohp(G))を計算するためにはBZに亘る化積分を

数値的に実行しなければならない。通常，バンド計

算はBZのある既約部分において行われるので， そ

こでのE!,kと|"た>は計算するが他の既約部分につ

いてのものは計算しない。 しかし，他の部分につい

てのものは結晶の対称性を利用して既約部分におけ

るものを用いて表すことができる'5)｡従って,左積分

の範囲をBZ全体から実際にバンド計算を行う既約

部分に変換することができる。そのとき積分には，

既約部分におけるE"雌と〃際)(た)だけが含まれる

のでた積分の範囲を狭くすることができて，数値積

分に要する時間も節約することができる。ここでは，

結晶は共型(symmorphic)な空間群をもつものに限

定し， さらに立方対称の点群(O")を持つと仮定し

てこの変換を行う。その際， スピンー軌道相互作用

がある場合とない場合の両方に言及する。

立方対称を仮定しているので，結晶は点群O脆の

任意の対称操作に関して不変に保たれる。これをも

っと厳密に言うと，考察している結晶に対するハミ

ルトニアンがo〃に含まれる対称操作に関して不変

に保たれる， ということである。Oんは48個の対称操

作からなり，その中の一つの操作をRで表し，操作

Rに対応する座標変換の行列も同じ文字Rで表す

ことにする。このとき，行列Rは直交行列である。

既約部分をBZの中の不等式O≦息≦局≦鹿で

与えられる領域にとり， これを(1/48)BZと表すこ

とにする。いま, kがこの(1/48)BZ内にあるとす

ると，式(1.1)における波数ベクトルに関する和は，

左に関する和と操作Rに関する和の積に書くこと

ができる。ただし，そのとき式(1.1)の波数ベクトル

はR左で置き換えなければならない｡そこで,バンド
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エネルギーに関する対称性E必Rk=E"kを用いると，

(1.1)は次のように書くことができる。

姉(")=-÷男亭S")(")蓋老‘
1

×の－E",k+E"脆WJ (2･1)
S")(k)=z〃鰐)(R") (2.2)

R

ここで, kE(1/48)BZである。式(1.2)からわかる

ように〃鰐)(た）＝肌謬) （た)が成り立つことから，

等式

S")(")=S")(") (2.3)

が成り立つことが容易にわかる。この節の以下では，

式(2.2)で与えられるS")(")について考える。

BIoch関数|",R">は|"た>を用いて表すことがで

きて， それは次の式で与えられる15-16)。

|",R">=o(R) |"た＞ （2.4）

ここでO(R)は対称操作Rに対応する演算子であ

りO(R)=0,(R)Q(R)で与えられる。0,(R)と

O2(R)はそれぞれ|"k>の実空間部分とスピン空間

部分に作用する演算子であり,Rを単位ベクトル〃

方向の軸の回りにおける角度βの右回り回転とす

ると，よく知られているように次の式で与えられる。

0,(R)=exp(－肌･〃) (2.5)

O2(R)=eXP(-iβぴ･"/2)

=cos(8/2)-/sin(8/2)O･" （2.6）

ここで, Iは軌道角運動量ぴ/2は電子のスピン角運

動量である。これらの定義式より,0,(R)とO2(R)

のエルミット共役演算子Of(R)と〃(R)は逆演

算子O｢'(R)との'(R)にそれぞれ等しいことは容

易に証明できる。Or'(R)=Oi(R-1)(j=1,2)が成

り立つことも容易にわかる。 （2.4)を用いると，式

(1.2)に含まれる電流演算子の行列要素に対して次

式を得る。

<"',剛|ﾉｶ|",R">=<"'kl"|"k> （2.7）

ﾉｶ=O+(R)Z,O(R) (2.8)

ここで,O+(R)="(R)Or(R)はO(R)のエルミ

ット共役演算子であり，性質O+(R)=0-1(R)=

O(R-1)を持つことは上で述べたように, 0,(R)と

Q(R)がこの性質を持つことから容易にわかる。電

流〃はベクトル演算子なので操作Rにより次のよ

うに変換されることが一般的に証明できる'9)。

"=ER@"JI (2.9)
〆

ここで,R@鰹は変換行列Rの(β,〃)要素であり

AppendixCにおける(C.11)で定義される。Appen-

dixBにおいて実際に証明されるように，式(2.9)は

スピンー軌道相互作用の有無によらず正しい。これ

を用いると(2.2)で与えられているS"'(")は

S")(k)=辺国恥,αえ〃鰐)(k) (2.10)
鰹 入

Q",",=Z&"Ra入=Z(R R)"""入 (2.11)
R R

となる。ここで,R Rは行列Rどうしの直積を表

す。変換行列Rは点群O"における既約表現の一つ

である餌幽表現の表現行列になっているので'6)，群

論における大直交定理

専心凡“=言必α』 （2.12）

を用いると恥“に対するR和は実行できる'5''6)。

右辺の因子(1/3)は餌迦が3次元表現であることに

よるものであり, gはO"の位数であってg=48で

ある。これより式(2.10)は次のようになる。

SyW)(k)=dpgﾉﾚ’"(")2 (2.13)

ん,㈹’=;亭州!(j‘)=;亭'《''礎'""脆〉'’
(2.14)

(2.13)と(2.1)より光伝導度テンソルの非対角成分

姉(の)(α≠β)はOであり，対角成分αα(の)(α＝

",jﾉ,z)はαによらないことがわかる。これはスピ

ンー軌道相互作用の有無にかかわらず正し<,O胸の

対称性を仮定することにより当然予想される結果で

ある｡最後に,kE(1/48)BZであることをいま一度

注意しておく。

3．立方対称を持つ結晶の光伝導度テンソル

前節で述べたように，立方対称Oんを持つ結晶に

対しては光伝導度テンソルの非対角成分姉(の）

(α≠β)は0であり，対角成分αα(G))("=%,y,z)

はαによらない。このことを,式(2.1)で与えられる

光伝導度テンソル姉(の)を(2.13)を用いて書き換

えると次のようになる。

瓜｡("}＝一帯勇零八,㈹'念三豊
1

×の－E","=E""+/6 (3')
伽(の）＝0(α≠β） （3.2）

式(3.1)はkE(1/48)BZなので対角成分αα(の)の

数値計算に適している。ただし，数値計算において

は,Fermi関数を含む部分仇,k一八艇)はAppendixA

に述べた手続きに従ってん(1－ハk)と変形してお

く方がよい。

平成14年2月



－109－

バンド構造の対称性と光伝導度テンソルの数値計算法

Q胸は8個の要素E,C4z,Qz,C42',I,IC4z,IQz,

IC43]からなる。ただし, Iは空間反転を表す。 4個

の要素E,C4z,Cbz,C4Z]に対する回転行列は(C.3)

を利用すると次のように与えられる。

｜剛|"，緋E1‘1R(E)=

I' :,1…I;&I1R(Chz)=

（4.6）

これらの回転行列における全ての要素の符号を変え

ることにより，その操作と反転Iとの積になってい

る操作の変換行列が得られる。

以上のように,Diracハミルトニアンは磁場を入

れることによりO"からQ胸に対称性が下がる。従

って, BZの既約部分はO肱に対するものの1/8とな

る。この(1/8)BZを第一象限にとることにする。第

2節ではO"対称の場合に，バンド構造とBIoch関

数の対称性を利用してた積分の範囲をBZの既約

部分へ変換した｡以下では,同じことをQh対称の場

合に実行してみる。この場合も，バンドエネルギー

は関係式E"Rk=E"kを持つので,S")(")に対して

(2.10)と同じ式が成り立つ。ただし,RはREQ"

なる対称操作でありたE(1/8)BZである。 (2.10)

において(4.6)を利用するとR和は容易に計算でき

る。その結果, S")(k)は次のようになる。

S"(")=S")(k)=号["焼!(k)+""'(")]
(4.7a)

S"(")=gi〃焼)(") (4.7b)

s錦' (")=-s"(")==[州(叶州㈹］
（4.8）

S"(k)=S"(R)=Syi)(k)=SIW)(k)=0 (4.9)

ここで,＆＝8でありこれはQ脆の位数である｡等式

""(k)*=〃蝿)(")が成り立つことが,式(1.2)に

示した〃鰐)(k)に対する定義式より容易にわかる

ので， これを(4.8)で利用するとSIW)(")*=-SIW)

(た)を得ることができる。これよりSIW)(R)は純虚数

であることがわかる。

S")(k)について上で述べた結果から光伝導度テ

ンソルが次の形になることは容易にわかる。

岬‘室!zl"i"'ろ(の）＝

4．光伝導度テンソルの非対角成分の取り扱い

上の2節と3節で述べたように点群O肱を持つ空

間的に等方的な結晶を考える限り， スピンー軌道相

互作用を含むバンド構造を求めたとしても， それを

用いて光伝導度テンソルを計算するとその非対角成

分伽(G))(α≠β)はoになってしまう。このため例

えば非対角成分o比ｼ(。)を計算するためには，バン

ド構造の等方性を壊して対称性をO肱より低いもの

にしなければならない。磁気光学効果が磁化した物

質に対して観測される理由はここにあり， このとき

O施の要素の中で磁化方向のまわりの回転は対称操

作として残るが， それと垂直な方向のまわりの回転

は対称操作ではなくなっている。対称性をO"より

低くしなければ磁気光学効果は起こらないのであ

る。ここでは一定の磁場をかけてO"の対称性を壊

したときの光伝導度テンソルについて考える。

磁場をかけたときの相対論的Diracハミルトニ

アンは次のように書ける20)。

H=|.要縦』ﾘI, 竺撫洲(4.1)
ここで,Aはベクトルポテンシャルであり磁場H

とH=▽×Aの関係にある。一定磁場Hの方向を

z方向とするとH=▽×Aを満足するAは

A=;H×,=;H(-',",0) (42)
で与えられる｡これを(4.1)に代入してハミルトニア

ンを,磁場を含む項Hbと含まない項Hiに分ける。

こうすると,HbはAppendixBにおける(B.7)で与

えられる通常のDiracハミルトニアンである。ま

た,Hiは次のように書くことができる。

Hi-;"|{,』.)｡ !';"'1 !43'
ここで, 0･A=H(x的一ydx)/2=H(γ×ぴ)z/2と

書けることを用いた。HbはO"の対称操作Rのも

とで不変である。つまり，次式が成り立つ。

O+(R)HbO(R)=Hb(REO") (4.4)

これは(2.8)のようなベクトルの変換が(2.9)のよう

に書けることを用いれば容易に証明できる。しかし，

HiはREOゐを満足する全てのRに対して不変で

はないがその部分群である点群Qんの要素に対して

は不変である。つまり

O+(R)HiO(R)=Hi(REC4") (4.5)

である。C@施は4回軸の他にこの軸に垂直な平面に

関する鏡映をもつ点群である。ここでは， 4回軸と

して磁場がz方向にあるのでz軸をとっている。
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これより,Q胸対称のもとではOんのときに比べて非

対角成分のなかにoでないものびxｼ(。)があって，

性質の､G))=－びわ,(の)を持つ。また，対角成分も

全ては等しくな<dxx(G))=oj,y(G))≠◎た富(の)と

なっている。各成分は次の式で与えられる。

伽(｡)＝一帯勇零〃(幟三豊‘
1

×の－E",脆+E"k+jが (4.11a)

ﾉ焼'(た)=;('<,'た'加脆>''+'<,'た'ﾙ'"た>'‘）
(4.11b)

峰(｡,)=一帯勇亭ﾉ院!(脆)全:三豊＊
1

×の－E"=E,"+" (4.12a)
ﾉ”(た)＝｜<"'た囚"k>|2 (4.12b)

助(｡)=-号勇亭"!㈹毒:三豊“
1

×の－E"=E,"+/6 (4.13a)

ﾉ興り(脆)=夫(<"'た|JRI"k><"kl"|"'m6>
－<"'klL|"た><"klJR|"'た>) (4.13b)

ここで, "E(1/8)B.Zでありノ縄)(k)は実になる

ように選ばれている。

α噸ｼ(の)の数値的な計算のためには式(4.13)が適

している。ただし,九‘腱一丸をハル(1－九k)で置き換え

るというAppendixAで述べる手続きをするのは

当然である。 しかし， ここで問題になるのは，磁場

が入った場合のバンド計算を行ってE"tと|"た>を

求めることである。式(4.3)で与えられるHiを見れ

ばわかるように,これは座標",yを含むので磁場H

が小さくても空間的に遠方では十分大きくなる。こ

のため,Hiを摂動として扱うことは良くない。しか

し， これ以外に方法はないようにも思われるので，

結局，摂動論に頼るしかないであろう。摂動論で考

えると， dxｼ(の)において， これまでに明らかにした

ように磁場Hの0次の項は消える。従って， 1次の

項を求めなければならないが， これは大変に難儀な

ことであると思われる。

これまでは磁場を入れることによってo"対称性

を壊したが，強磁性に対するバンド計算を行って磁

化を作り出しoん対称性を壊したバンド構造と

BIoch関数を得て， それらをdxｼ(の)の数値計算に

使うのも一つのやり方であろう。

いずれにせよ，磁気光学効果は入射光が軌道とス

ピンの間の相互作用を仲立ちにして間接的に磁気と

相互作用することにより起こるので， スピンー軌道

相互作用を含むバンド計算を行うことは大前提であ

ると思われる。

5． まとめと課題

バンド計算の立場から光伝導度テンソルの対角成

分と非対角成分を数値的に計算する方法とそれらの

性質について議論して次のことがらを明らかにし

た。

1） バンド計算は通常ハミルトニアンが持っている

対称性に従って決められるブリルアンゾーン

(BZ)のある既約部分において行われる。この既

約部分に含まれる任意の波数ベクトルを凡，ハミ

ルトニアンの任意の対称操作をRで表すと,R"

におけるバンドエネルギーは先におけるものに

等しい。また,BIoch関数による電流演算子の行列

要素は， スピンー軌道相互作用の有無によらず回

転行列Rを用いて先におけるものの線形変換で

与えられる。光伝導度テンソルに対する表式にお

いて，これらの性質を利用するとk積分に含まれ

るバンドエネルギーと行列要素はバンド計算を実

行する既約部分におけるものだけを用いて表すこ

とができ，その結果としてた積分の範囲をBZ全

体からその既約部分へ縮小することができる。こ

の論文では， この変換を実際に行った表式を導い

た。そのとき，表式に含まれる電流演算子の行列

要素の積に関するR和は,上で述べた回転行列の

直積(R R)における要素のRに関する和に書

き換えることができる。

2） バンド構造を与えるハミルトニアンが点群O胸

の対称性を持つとき，上で述べた直積(R R)

における要素のRに関する和は容易に実行でき

る。その結果，光伝導度テンソルの非対角成分は

全て0であることと，対角成分は全て等しいこと

がわかった。そのときの対角成分に対する表式は

数値計算に適している。

3） 磁気光学効果に関係している光伝導度テンソル

の非対角成分がOでない値を持つためには，バン

ド構造の対称性が○んより低くなければならな

い。このため，一定磁場を加えることにより対称

性をC!んへ下げて，光伝導度テンソルについて議

論した。そして，上記1）で述べた直積のR和を

C'んのもとで実行することにより，光伝導度テン
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ソルの非対角成分のなかに0でないものdxy(G))

があって性質dyx(")=一dxｼ(の)を持つことが

わかった。また,対角成分も全ては等しくな<dxx

（の）＝のy(の）≠α冒z(G))となることがわかった。

バンド理論の立場から磁気光学効果を計算するため

には，今後の課題は，すぐ．上で述べたように,Qん対

称を持つバンド構造とBIoch関数をどのようにし

て求めるかである。

〃鰐)(た)－M蝿)(た）

=;[|<''〃|"た>'2-'<"'肌|U">|2] (A.4)
と書くことができるので純虚数であることがわか

る｡従って, (A.3)を実部と虚部へ分離することは容

易である。ただし，鬼＝人士坊である。

AppendixB式(2.9)の証明

B.1スピン軌道相互作用のない場合

スピンー軌道相互作用がない場合，ハミルトニア

ンはH=p2/2"2+V(r)と書けるとしてよい。電

流演算子ﾉhはみ＝－鋤で与えられるので私＝[妬

","]/"=〃班より運動量を用いてみ＝－鋤／

”と書くことができる。ここで,－2は電子の電荷

である。従って変換Zは

JI=O+(R)ﾉﾙO(R)

＝_易O#(R)"(R)p"Q(R)O,(R)

AppendixAFermi分布関数の取り扱い

式(1.1)に含まれるFermi関数を九,k－ん＝ハ朧

(1－/"脆)－/"k(1－八k)のように書くとそれは次のよ

うになる。

伽(")＝-÷勇零州'(崎¥三蓋）
1

×の－E",脆+E"脆T7J (A.1a)

＋÷男亭州'(た)筈呈三蓋）
1

×の一E"=E"+" (A'b)
上式右辺第1項において， 〃と〃'を交換してまとめ

ると次のようになる。

"")=÷勇亨螢呈三登）

×["_鶚豐+お+｡+豊甥w] (A2)
これより， ［ ］の中の第1項は光の吸収’第2項は

放出に関係していることがわかる｡式('･2)からわか

るように〃鰐)(た)は実なので，対角成分鋤α(の)は

実部と虚部に容易に分離できる。 しかし，非対角成

分は〃鰐)(k)が一般には実ではないので(A.2)か

ら両者を分離することは難しい。分離できる形にす

るには,次のようにする｡固体が点群Q伽対称を持て

ば関係式αy"(G))=－⑱α(G))(α≠β)が成り立つ。

このときはこの関係式を利用すると， dxｼ(の)はo文シ

(の）＝［α噸ｼ(の)－の､")]/2と書ける。これを計算

することにより

｡”(の）

=六卿[""㈹-州'㈹]筈呈三蓋）

×[｡_E",k+E職順+"G)+風雅一風鵬十お］
1 1

(A､3)

のようになる。さらに式(1.2)より行列要素の部分は

＝-最Or(R)j"O,(R) (B.1)

となり,Aの変換で表すことができる。ここで,Q

(R)はスピンに依存する演算子なのでO,(R)およ

びAと可換であること及び〃(R)O2(R)=1を用

いた。本文の式(2.5)により定義したように,O,(R)

は角運動量を用いて表すことができ，更にEulerの

角α,β,γを用いるとよく知られているように

O,(R)=exp(－/αL)exp(一坊L)exp(-"L)

(B.2)

の形にも書くことができる。ここで, (B.2)に含まれ

る指数関数型の演算子に対してはMaclaurin展開

による定義式，例えばexp(-/α〃に対しては

exp(-iαら)==(-¥)" (B.3)"=0 "1 暦

を用いる。そして交換関係

[L,'x]=my, [",py]="x, [L,px]=mz,

[L,jz]="x, (B.4)

を利用して，少々長い計算をすることにより次の式

を証明することができる。

Or(R)A0,(R)=Z凡入p, (B.5)
入

ここで,&入は式(C.11)で定義される回転行列の

(仏入)要素である。この関係式を(B.1)に代入する

と本文の式(2.9)を得ることができる。また, (B.5)

は行ベクトルp=､px,ルル)を用いると、

Oi(R)p0,(R)=pR-】 (B.6a)
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のように書くことができる。この形の関係式は行ベ

クトルγ=(",jﾉ,z)とJ=(L,L,L)に対しても成

り立つことを容易に証明することができる。

Of(R)rO,(R)=R-』 (B.6b)

Oi+(R)JO,(R)=JR-｣ (B.6c)

この証明には， 『と』およびIどうしの間の交換関

係が(B.4)で与えられるpとJとのものに似ている

ことを利用すればよい。

g

ノk=-exi#=一両鰯 (B.13)

となる。ここで,元はスピンー軌道相互作用がないと

きのpに対応するものであり

w@x=7r=p+赤。×VV(r) (B.14)
で与えられる｡計算の結果,脇の変換元xは次のよう

になる。

Zx=O+(R)"xO(R)

＝亭脇叶赤字D(R)x,(。×VV(r)),
(B.15)

ここで,D(R)蒸入は回転行列Rの(",1)要素脇に

対する余因子である。Rの行列式が’であることお

よびこれの1行目に関する余因子展開より

B.2スピン軌道相互作用のある場合

スピン軌道相互作用がある場合として，相対論的

Diracハミルトニアンで記述される系を考える20)。

このﾉ、ミルトニアンは

H=|""W' _獅剛いII (B7'
で与えられる。ここで, Cは光速, 0=(dx,dy,oz)

はPauliのスピン行列であり(C.1)で与えられる。

jp=[xim,H]/胡を計算することにより

入=-"|制 旧8）
となることは容易にわかる20)。従って変換ﾉﾙは

/h=O+(R)ﾉﾙO(R)

＝‘‘|"(…㈹ ，， 伽R肌㈹1
(B.9)

となる。ここでO,(R)がスピン演算子と可換である

ことを用いた。AppendixCにおいて証明するよう

に

現凡AD(R)xA=1
入

が成り立つ。これとRの直交件

(B.16)

Z凡12＝1 (B.17)
入

を比較するとD(R)"=凡入であることがわかる。

従って，

急=早足"|,‘+赤(‘×W(r))､1=亭勵緬
(B.18)

となる。 Zy,庇も似た変換式で与えられることが同

じように証明できる。これよりスピンー軌道相互作

用が(B.12)のハミルトニアンにおける一つの項と

して与えられるときも人は(B.11)と同じ変換に従

うことがわかる。q+(R)αの(R)=刃＆入Oi (B.10)
入

が成り立つので， これを用いると

瓦=ZR"JA (B.11)
入

となる。これはスピンー軌道相互作用がないときと

同じ形である。

相対論的効果には質量一速度項,Darwin項およ

びスピンー軌道相互作用の3種類がある。Diracハ

ミルトニアンはこれらの効果を全て含むが，非相対

論的ハミルトニアンにスピンー軌道相互作用だけを

加えたものもしばしば使われる。それは

H=p2/2Wz+v(T)+Z券ｧ(o×VV(7))･p
(B.12)

である20)｡これより鬼=[xi4,H]/胡を計算すること

により力は

AppendixC式(B.10)の証明

(B.10)の証明を述べる前に補助定理を2つ証明

しておく。

［補助定理1］

0=(dx,dy,")をPauliのスピン行列

"-|! ;|j-|! 51｡"-|;g,l
(C.1)

とし， 左を任意の行ベクトル左=(hx,hy,hz)とす

る。また，単位ベクトル〃=("x,"J,,"z)方向の軸の

まわりにおける角度βの右回り回転をRとする。こ

のとき次の等式が成り立つ。

"(R)(o･")Q(R)=ぴ･脇(R) (C.2)

平成14年2月



－113－

バンド構造の対称性と光伝導度テンソルの数値計算法

陣ﾓ:叢り 襄:｜R=

停三:窯リ (CⅢ×

で与えられる。

（証明）

(C.9)を(C.10)の左辺に代入して，補助定理1を

内側から順に3回使うと(C.11)の右辺は容易に証

明できて, S(R)=Rであることがわかる。また，

(C.11)で与えられる行列は文献を参照すると回転

操作Rに対応する座標変換の行列に等しいことも

わかる15,19)。 （終り）

ここで次のことを注意しておく。補助定理1と補

助定理2で述べた回転操作が同じものであると見な

せば，つまり1つの軸の回りの回転をオイラー角で

表したと見れば, (C.3), (C.11)で与えられる2つの

変換行列も同じものである。これから〃x,"y,"z,8

とα,β,γとの間の関係式を導くことができる。

補助定理2から式(B.10)はすぐに証明できる。

(C.10)はた=(1,0,0)とおくと

OZ+(R)dxO2(R)=ERwOh (C.12)
漢

となる。同様に,k=(0,1,0), (0,0,1)とおくことに

より似たような式を得ることができる。これらをま

とめると次のように表現できる。

ただし，変換行列S(R)は

S(R)=

隠鵡:鮮就零鮮:｜
(C.3)

で与えられる。ただし,c=cos",s=sin8である。

（証明）

演算子Q(R),"(R)はよく知られているよう

に

Q(R)=exp(-/βぴ･"/2)

=cos(8/2)－isin(6/2)ぴ･〃 (C.4a)

OZ+(R)=exp(j8ぴ･"/2)

=cos(6/2)+isin(8/2)ぴ･〃 (C.4b)

で与えられる15-18)｡ (C.4)と次の公式

(ぴ.脆)(ぴ.〃）＝化.犯+jo･(k×肥) (C.5a)

犯×(〃×k)=("･k)〃－(〃･〃)k (C.5b)

を用いて少し長い計算をすると

"(R)(ぴ･た)O2(R)

=exp(j8ぴ･〃/2)("･k)exp(-j8ぴ･"/2)

＝ぴ。K (C.6)

K=cos肱一sin伽×k+(1-cos6)("･k)"

(C.7)

を得る。 (C.7)より行ベクトルK=(KX,Kj,KZ)の

成分を計算すると次のようになる。

KX=(A+"細)"x+("x"yB+"zC)hy

+(""zB－恥C)hz (C.8a)

Kj=("x"j,B－"富C)"x+(A+"B)"y

+("y"zB+"難C)"z (C.8b)

KE=(崎"富B+"J,C)hx+(恥"zB－"xC)hy

+(A+"B)"z (C.8c)

ここで,A=cos8,B=1-cos8,C=sin6であ

る。 (C.8)を3次の行列S(R)を導入してK=ES

(R)のように書くと,S(R)は(C.3)で与えられるこ

とが容易にわかる。 （終り）

(C.13)Oz+(R)otwQ(R)=ZRa脚の
脾

これは(B.10)式である。
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