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密度汎関数理論におけるLSDAとGGAに対する交換・相関

エネルギーからのスピンに依存するポテンシャルの導出

成田 章・ラチオングフング＊

DerivationofSpinDependentPotentialsfromExchange-Correlation
EnergiesforLSDAandGGAinDensityFunctionalTheory

AkiraNARITAandLATrongHung

(1999年11月30日受理）

Theexchange-correlationpotentialsappearinginKohn-Shamequation,whichisafunda-

mentaloneinthedensityfunctional theory, arederivedusingtheexchange-correlation

energiesforLSDAandGGA. Inthederivations, thespinpolarizationisalsotakeninto

account. Particulary, theexplicitfunctional formsofthepotentialsaregivenforthe

exchange-correlationenergiesduetoVosko-Wilk-Nusair(VWN)andPerdew-Wang(PW)in

LSDAandduetoPerdew-Burke-Ernzerhoh(PBE)inGGA.Thesepotentialscanbeusedfor

thenumericalcalculationsintheatomicstructureandthebandstructurecalculations.

値計算などの具体的計算において極めて重要であ

る。BH,GL,MJWについては，スピン分極に依存

する交換・相関ポテンシャルの導出は既になされて

いる'4)。

上向きスピンを持つ電子と下向きスピンを持つ電

子の電子密度をそれぞれp; (r)とp↓(γ)で表すこと

にすると，交換エネルギーと相関エネルギーはこれ

らの汎関数でありそれぞれEk[p,,p!],Eb[p,,p!]

の様に表現できる。ここでは簡単のために電子密度

p｡(7)は空間的に球対称であるとする。つまり, p｡

(『)はγだけの関数でありβ"(F)=p｡(r)である。

ここで， ぴはスピンの向きを表しぴ＝↑とび＝↓

である。以下では簡単のためβ・(γ)は引数γを省略

してpoで表すことにする。この球対称の仮定により

スピンに依存する交換ポテンシャルW(r)と相関

ポテンシャル囎(γ)もγだけの関数となり，これら

はよく知られているように&[pi,p!]とEb[pi,

p↓］のβ・に関する汎関数微分を用いて次のように

与えられる')。

w(r)=mgｴ些仏」 (1.1a)
伽‘

1/g(r)=堂壁[pi,p!] （1.1b)
伽。

全電子密度βとスピン分極ゞは次式で与えられる。

1 ．はじめに

密度汎関数理論における交換・相関エネルギーと

して')~4)， これまでにBarth-Hedin (BH)5),

Gunnarsson-Lundqvist (GL)6),Moruzzi-Janak-

Wiliams(MJW)7),Vosko-Wilk-Nusair(VWN)8),

Perdew-Wang(PW)9)等によっていろいろな形の

ものが開発されている。これらは局所スピン密度近

似(Iocalspindensityapproximation:LSDA)に

よるものである。この他に密度勾配展開法(general-

izedgradientapproximation:GGA)によるもの

も開発されていて， その代表はBecke'0), Perdew-

Wang (PW91)''), Perdew-Burke-Ernzerhof

(PBE)12)によるものである。ここで挙げたLSDAお

よびGGAにおけるいずれのものもスピン分極に依

存している。

ここでは上に挙げたものの中から,VWN, PW,

PBEによる交換･相関エネルギーを取り上げ， それ

らの交換･相関ポテンシャルの導出について述べる。

密度汎関数理論における基本方程式であるKohn-

Sham方程式'3)の中に実際に現れるのは交換．相関

ポテンシャルであり， これを導出しておくことは数
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LSDAでは,gは仇だけの関数なので右辺第一項だ

けが残って

6G－鞄
（2.6）

伽。 印。

である。このときは,電子密度は『の関数β(『）であ

ってもよい。 （2.5)と(2.6)は以下の計算で利用され

る。

p＝側+p1, ぐ=2ﾗム (1.2)
以下では,EX[pr,p,]とEb[pi,p!]を簡単のためそ

れぞれ&[p]およびEb[p]と表すことにする。 ま

た，単位系にはRydberg原子単位を用いる。

2．密度汎関数微分の計算方法

上で述べたように,W(r)と囎（7）を求めるた

めにはEk[p]およびEb[p]のp｡に関する汎関数

微分をそれぞれ計算しなければならない。この節で

はその汎関数微分の計算方法について説明する')。

p･の汎関数G[p]が次の空間積分で与えられて

いるとする。

G[p]=ﾉg(pf,p!,p',,p',)" （2.1）

被積分関数g=g(p,,pl,p'↑,β'↓）はp｡とp6の関

数であり, p6はp:="｡/〃である。簡単のため

g=g(p,β'）と表す。ここで,p=(p,,β↓)である。

密度汎関数微分6G[p]/伽"は,変分dGを6G=G

[p+"]-G[p]とするとき次式で定義されるもの

である。

JC=ﾉ亭蜑"｡" （2.2）

この定義式を利用すると6G[p]/巾｡はgを用いて

表すことが出来る。それを実行する。

船=ん(β+砿,β'+(")')-g(伽')]α〃

＝ﾉ亭[器伽｡+農伽)'1〃 （2.3）

ここで極座標を用いて右辺［ ］内の第2項をγで部

分積分する。〃＝γ2sin〃〃β”より

／義(伽,‘か=ル器恥]!~si｡"伽

一ﾉ器('割如｡αγ （2.4）

この式の右辺第1項は,境界γ=Rにおいて伽｡＝

0であると仮定することにより， 0となる。 （2.4)を

(2.3)に代入して(2.2)と比較することにより次式を

得る。

差-嘉一器(,篭）

‐嘉一鵠-多(器） （25）
GGAにおいては,gはp｡とp6の関数なのでポテン

シャルの表式を求めるためにこの式を用いる｡一方，

3． LSDA

3． 1 交換ポテンシャル

LSDAでは交換エネルギーにKohn-Shamの交

換エネルギーを用いる。それは次式で表される。

Ek[p]=ﾉp(r)Ex(p,F)α『 （3.1）

Ex(p,F)=ei')(7s)+(球') (7t)-Ef')(7b))/(e)

（3.2）

／(ぐ)＝(2淫,)[(1+ぐ)‘'｡+(1-ぐ),"-2](33)
ここでeA'' ('b)=(3/4)9/7'b,et/)(7t)=2｣ﾉ3Ef')(7t),

7t=(3/4'zp)｣ﾉ3,9=(18/7r2)!ﾉ3=1.22177である。

また,／(0）＝0，／(1)＝1であることに注意せよ。

この交換エネルギーと(2.6)を用いると交換ポテン

シャル隙(γ）を求めることができ,それは次式で与

えられる'4)。

Ⅷγ)＝一美('+‘・ぐ)'” （34）
ここで， が，＝1， 6↓＝－1である。

3． 2 相関ポテンシャル

LSDAでは，相関エネルギーは次式で与えられ

る。

&[,,]､,｡(r)g@(I･,厚)〃 （3.5）

VWNとPWについては, Ec(p,r)は次式で与えら

れる。

EC(p,く）＝E6')(路）

＋戸+可α‘(〃(膏)(1－ぐ‘)+"(〃(く)ぐ‘
（3.6）

/(ぐ）は(3.3)で定義されており,"(7G)=e6/)(7b)-

Ed')(7t)である。 ei')("), edr)(7b)およびEA')(7b)に

ついては文献を参照されたい。また，／"(0）＝（4／

9)／(21ﾉ3-1)=1.70992である。

（2.6)とβ=p'+p↓より相関ポテンシャル咋

(γ）は次式で与えられる。
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（1-6・ぐ)4ﾉ3＝2(21/3-1)／(く）

－(1＋jびく)4ﾉ3＋2 （3.16）

を利用することにより導き出すことができる。これ

らから略(γ）は次のようになる。

略(")=;[AM)+3MM)g｡

‐出(賂)"(,)-;['
－＆(路)ぐ4]"‘(ぐ） （3.17）

関数〃‘(F）は(3.14)より〃｡(0)=0,〃↑ (1)=1,〃↓

(－1）＝1の性質をもつことがわかる｡最終的に,交

換ポテンシャル囎(γ）は略(γ）と略(γ）の和で

与えられる。

囎(")=rsD(",")=J'S(")+I/a(") (3.18)

略(γ）はスピン分極がないときは消えることに注

意すべきである｡残っている計算は略(γ）に含まれ

るpに関する微分である。これを次に述べる。

囎(')＝岬(〃)=品[p壜‘(p,ぐ)］

=Ec(p,c)+p旦鶚亙上 （"）
ここで記号昭s"(o,7)を導入したのは，このポテン

シャルが後に述べるPBEについても必要になるか

らである。 また

辿型-割型十旦皇鶚亙'宗q■■■■■■■

即”
(3.8）

であり， （1.2)を用いるとaぐ/"｡=(が｡－ぐ)/pで

ある。従って， （3.7)は次のようになる。

Ⅷ,)=ec(p,G)+p幽差型

十竹｡-盲)旦鶚亙上 （39）
右辺の第1項と第2項の和を略(γ）とすると

略(,)=易[砥''剛

一戸+可晶[-仙('w(宮)(1－ぐ劉）

+=["('w(g)ぐ (3.10)

この式においてβに関する微分は下で言及する。

（3.9)の右辺第3項を略(γ）とするとこれは

(3.6)を用いると次のように書ける。

略(")=-Ac(7b)(6.-く)/'(F)

＋＆(路)(6．－ぐ)[ず'(ぐ)＋〃(r)]r3 （3.11）

A・")＝一戸十mαc(7b) (3.12a)

&(7t)="('b)-ｱ妾可αC(7fs) (3.12b)
ここで，／'(ぐ)は次式で与えられる。

／'(く)＝(2控,)[(1+ぐ)'胸-(1-ぐ)‘鱈](3ﾕ2c）
次に関係式

(6｡-"'(5)=-:/(<)+;"｡(F) (3'3)

3． 3 昭(γ）におけるpに関する微分

略(γ）に含まれるEfl)(7G), e6/)(7t)および－αc

(鰭)については,VWNとPWによって異なる関数

形があたえられている。これらをG(7s)で代表させ

て表すことにすると計算するべきものはa[pG

(婚)]/即である。VWNとPWによればG(7t)は

鰭よりむしろ妬(＝窓ﾉ2）の関数である｡4冗想/3＝1／

pより妬＝（3/4万)'ﾉ6p-'ﾉ6のように書けるので

且"4J=G(,@)-毒a等） （3.19）
印

となる｡G(必)の関数形はVWNとPWで異なるの

で次にこれらのものについて個別に言及する。

(a)Vosko-Wilk-Nusair(VWN)のG(rs)

G(xs)=A[,nra:¥tan-盃三万

一叉幾丁{'nl話碧'i+2('=2xb)tan-'z=冬万}]
（3.20）

ここで， ％＝窓/2,X(x)=%2+"+c,Q=(4C-

62)1ﾉ2である。A, xb, 6, cの値については文献を参

照して戴きたい。これよりaG(7t)/畝は次式で与

えられる。

｡祭'=A["f-(2"+;f,+Q,-*
46 伽

×{戯接諜蒜‘) (会宰擢")］

"｡(e)=ZwJ=T[(1+6｡F)''3-1] (314)
を用いて略(γ）の右辺を変形する。ただし， （3.13）

は，孫＝1より6‘－ず＝が‘(1－6ぴぐ）と書けること

および／'(ず)が次のように書けること

／'(く)＝(2雑,)‘｡[('+6．言)‘偲一(,-‘パ)''"］
（3.15） (3.21）

更に／(ぐ)の定義式により容易にわかる式
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(b)Perdew-Wang(P-W)のG(rs)

G(%)=_4A(,+"2),n[,+"] (322)
ここで,X(")=2A(p,"+Ax2+Ax3+C4%4), x=

窓/2である。含まれるパラメーターA, cY,,6,,A,

Aおよびβ4の値については文献を参照して戴きた

い。

a¥)=_8AcMIn[,+X+")]a〃

+4A('+"".)X(")M)+,) （3.23）

である。ここで,X'(x)は導関数でありX'(")=2

A(",+2A"+3A%2+4C4x3)である。

交換エネルギー密度で

.f(p｡)=-3(fp｡)" (45)
でありE((s｡)は(4.2)で与えられる。ただし，

"=(67rbp｡)]ﾉ3 (4.6a)

，｡=澁言=而余7Wg (4.6b)
である。 Soに含まれるp6に対する絶対値記号をは

ずしたのはE((s｡)がSoについて偶関数だからであ

る。

（2.5)を利用して交換ポテンシャルを計算する。

g｡=p｡(")ef(p")FM(s｡)とおくと(4.2), (4.5)から

g‘=-6(1+x)ﾉo:ﾉ3+6x2 ノo:ﾉ3 （4.7）
%+"s:

である。ここで6＝3(3/4汀)'/3である。これより

(2.5)の各項を計算すると

諾=;這《(仇)['+X-施膠遮去3'］ （48）

4．PBEの交換・相関ポテンシャル

4． 1 交換ポテンシャル

Beck, PW91およびPBEは電子密度の密度勾配

を考慮した交換エネルギーで， スピン分極がないと

きのものとして次式で与えられるものを考えた。

EX[p]=ﾉp(")ex(p)FX(s)d7 （4.1）

ここで,Ex(p)はKohn-Shamのもので3.1における

EA') (p)と同じであり, s=|p'|/2",彪一(3"2

p)]ﾉ3である。E<(s)の関数形についてゥPBEはスケ

ーリング則などの考察から次のものを提案した。

苑2
E<(s)=1+x- （4.2）

た+"s2

ここで, Jf=0.804, "=0.21951である。これは

PW91のものに比べて著しく単純化されている。

Beckeも同じ形のものを提案した力ぎ,Xとﾒzの値が

経験的に決められたものでスケーリング則を満足し

ていないので十分ではない(x＝0.967, メz＝
0.235)。

スピン分極を考慮した交換エネルギーEX[pf,pm]
はスピンスケーリングの関係式

＆["、p,]=;a[2p{]+;&[2p,] (43)
を利用して求めることができる。この式の右辺の＆

[2p!]には, (4.1)で与えられる&[ﾉo]においてﾉo

を2p↑で置き換えたものを代入する。EX[2ﾉ｡↓］につ

いても同様である。これよりEX[ﾉ0,,p,]は次のよう
になる。

&[p,,,｣]=¥J"｡(,).f("')E(s｡)"" (44)
ここでEf(p｡)はスピンに依存するKohn-Shamの

‐蟻=-4瀞い)祭 （49）

‐多(叢）

=:('-:'%;).x("・)州芸ﾃaJLl (4.10)
ここで, jノ="s:,A=x+yである。交換ポテンシ

ャルW液(ぴ,γ）は， （4.8)， （4.9)， （4.10)の和で与

えられる。整理すると次のようになる。

〃(″,')=;患《(A)['+態一芸('+劉

-4fsf(I,｡'*

－2竺呉≦ef(pc)ZJLl差ﾃ3y) （4.11）
βぴ

密度勾配がないときは(s｡=0), このポテンシャル

はLSDAのものに一致する。

4． 2 相関ポテンシャル

GGAにおける相関エネルギーは次式で与えられ

る。

Ec[,,]=/I,(,,)[g (,｡,く)+H(p,く,')]α，
（4.12）

ここで， EC(P,ぐ）は3.2で議論したLSDAにおける

相関エネルギー密度である。H(p,F,/)は密度勾配

に依存するエネルギー密度であり,PBEについては

式
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['+皇,鶚畿鋤］
関数， また妬は入,オの関数で入はp,くの関数なの

で最終的にpo,pもの関数である。これに注意してH

の全微分4ZHを叩｡と叩&で表すことを考えてお

くと都合がよい。

H(p,F,t)=2),d31n

（4.13）

で与えられる。ここで, j=p'/(2ゆたsp),hs=(4"F/

元)'ﾉ2,"F=(31z2p)]ﾉ3,"=0.066725, 1'=(1-ln2)/

"2=0.031091であり， めとAは次式で与えられ

る。

め＝め(E)=;[('+-)'I'+('-<)'"] (4'4)

(a)全微分《JH

すぐ上で述べたことからそれぞれの関数の全微分

は次のようになる。

棚=等伽十等"+吾“ （421）
"=A'(入)＃2til+2A(1)"t （4.22）

〃=差‘ｳ,+器"+蓋“ （423）

肌=詮亭釜‘’,｡+釜“ （424）
(4.21)は(4.22)－(4.24)を用いると次のようになる。

"H=A'(〃芸(DxH)Z塾恥‘印。

＋差(Ⅲ)‘‘，+器(Ⅲ)〃

+(A'(〃釜(DxH)+(D'H)+g(朋))"
（4.25）

ここでDx,Dj,Dは演算子であり次のように定義さ

れている。

凸=:,"'="D=:+¥: (426)
更に，叩＝伽↑＋*↓，叩'＝〃↑＋叩'↓及び

A=A(')=~exp(=4,)_｣
1

(4.15a)

入=1(p,F)=号鍜 (4.15b)
この形はPW91によるものの1つの項だけを取っ

たことに相当している分だけ単純化されており，他

の1項を捨てたことがβとγの両者における値の

違いに跳ね返っている。しかし,PBEはより多くの

スケーリング則を満足している分だけPW91より

良いと言える。 （4.12)でpec(p,F)を含む項は(3.5)

に等しいのでこれから生ずる相関ポテンシャルは

LSDAにおけるものに一致し， それは既に3.2で述

べたように(3.18)のIgso(c,")で与えられる。

以下では(4.12)におけるg＝pH(p,？,ｵ）から生

ずる相関ポテンシャル脇(γ）を(2.5)を利用して求

める。 （2.5)より

陥(7)=1/W1(7)+1/W2(")+"3(7) (4.16)

鵬け)=鶚上 (4.17a)

"'("'=-=ag) (4.17b)

aa(pH) （4.17c)脇3(γ）＝一所印6
(4.17)を計算するに当たって, pHはp｡とp;の関

数と見なさなければならない。そのために次の記号

を導入する。

)=4(3/,rf''6"" （4.18a）／＝オ(妙，p，β'）＝4(3/汀)1/6伽7/6
％＝妬(入,/)=At2 (4.18b)

H=H(p,F,t)=H(d,t,")=2γめ31nZ(#,x)
（4.19）

ﾇ専恥
‘印。

“＝め'(F)αぐ＝め'(写）

ｚ
・

岨
ｐ

’
一 (4.27）(6‘－く)叩〃

を利用するとαHは叩｡と叩6で表すことができ

る。最終的にaHは次のようになる。

淵=圭亭[MH]+f('パⅧH]1['･｡

＋器(Ⅲ)亭“ （4.28）

ここで,FY[H]とE[H]は少し長い式で次のもの

である。

FY["]=A'(〃詩宗DxH+,'g:DH
（4.29）

Fh[H]=A'(1)"号圭DxH+dD'H

βｫ2(1十%）
Z=Z(2,x)=1+= (4.20a)

yX(")

X(")=1+x+x2 (4.20b)

ここでHはめ,j,妬の関数と考える。めはくの関数

で， ぐはﾉ0｡の関数なので最終的にめはp｡の関数で

ある。 jはめ,p,p'の関数なので最終的にp｡,pもの
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(d)W3(F)

（4.17)， （4.28)， （4.35)より脇3(γ）は次のように

書ける。

",(')=-3(#w)

‐多(#)w-多響 (4.40)
ここで,a(p/p')/(a7=1－〃''/p'2である。上式の

最右辺第2項を計算するためには(4.35)よりWを

め， ＃,苑の関数W=W(｡, t,x)であると見なす。

そうすればWの全微分が(a)で述べたHの全微分

と同じ形になることが容易にわかるので， αWは

(4.28)のHをWに置き換えた式で与えられる｡従

って, aW/aγは次のようになることがわかる。

¥=:¥[Mw]+f(｡パ川w]],･#

＋多(〃)'〃 （4.41）

以上より，脇3(γ）は次の式で与えられる。

i'w:(')=-w+fr(w-U)

‐亭[Mw]+f(パⅧw])]=(442)
ここで, U=fDWである。残っている計算はFY

[W]と剛W]に含まれるDxW,DW,DdWを

求めることであり， それらは長い計算をすることに

より次のようになる。

叫=JKDxW

‐券螢[Q(")+(2+")z+2")] (443)Z

"zW=蓋冒(1+2x) (4.44)

+壗朋 (4.30)

(3.7)よりpaEc/印｡=1gSD(o,")-eCであること

を用い， （4.15)， （4.18)から関数A(入),入および＃

の偏微分を求めるとFY[H]とE[H]は次のよう

になる。

R'[H]=肋帆)('-碆鰐')mxH-号Ⅲ
(4.31）

Fh[H]=M,H+3"(入)苑D薦H－胆H (4.32)

ここで， ，(入)=1/(exp(1)-1)である。

(b)W,(r)

相関ポテンシャル脇,(γ）は(4.17)で与えられ

(4.28)を用いると次のようになる。

1'W,(")=Hい層)+,当会亙上

=H(p,F)+FY[H]+E["]差普(6｡-e)
（4.33）

また， （4.19)， （4.20)よりFY[H]とFM["]に含ま

れる苑DxH, ADH,dDjHを(4.26)を用いて計算す

ると

肌=zDxH=-2〃尚券爽） （4.34）

W=k肌=4"''(*") （4.35）

M.H=3H(p,F) (4.36)

となる。これよりFY[H]とE[H]は次のようにな

る。

MH]="(j')('-讐鰐')M-:w
（4.37） U=kDW=幾壺[('j=z)"-"Q(x)]

（4.45）

dDoW=3W （4.46）

ここでα="3/2,Q(x)=4+7"+4%2である。こ

れより酢[W]とFM[W]は(4.31), (4.32)から次

のようになる。

FY[W]=剛入)('-讐鰐')Uh-;U
（4.47）

E[W]=3W+3"(入)【ﾉb－U （4.48）

以上で脇3(γ)についての計算も全て完了した。

FM["]=3H(p,F)+3"(入)鵬一W (4.38)

これで鵬,(7)は完全に求まった。

(c)W2(r)

（4.17)と(4.28)より脇2(γ）も容易に求めること

ができてそれは次のようになる。

脇:("=芋旦鶚亙’

＝-睾川=-器w （4.39）
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5． まとめ 解法｣，素材物性学雑誌, 11(1998)102.
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5）

密度汎関数理論における交換・相関エネルギーか

らこの理論における基本方程式であるKohn-Sham

方程式に現れる交換・相関ポテンシャルが， スピン

分極も考慮して導出された。特に, LSDAにおける

Vosko-Wilk-Nusair (VWN)とPerdew-Wang

(PW)による相関エネルギーおよびGGAにおける

Perdew-Burke-Ernzerhoh(PBE)による交換・相関

エネルギーに対してそれぞれポテンシャルの関数形

が導かれた。

6）

7）

8）

9）

10）
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