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APWバンド理論におけるBIoch関数による

電流演算子の行列要素
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MatrixElementsofCurrentOperatorbetweenBlochFunctions

inAPWBandTheOry
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TheAPWbandcalculationsgivetheknowledgeaboutthebandenergiesandthewave

functionsfortheelectronicstatesinthesolids.Thesecanbeusedforthecalculationsofthe

variousphysicalquantities. Inthispaper,thematrixelementsofthecurrentoperatorbetween

theBIochfunctionsobtainedfromtheAPWbandcalculationareevaluated.Theexpressions

canbeusedforthenumericalcalculationsofthediagonalcomponentoftheopticalconductiv-

itytensor.Atreatmentofthematrixelementsinthenumericalzoneintegrationandtheir

symmetricalpropertiesarealsogiven.

はじめに1

伽鬚(")＝号男亭|<"'た仏|"た>| ’

×響'一砦L6("-EM",t+EM:)×'麓
固体内の電子状態を調べるために光を利用するこ

とは一つの有力な方法である。この方法は，他の方

法に比べてかなり直接的に電子状態を調べることが

できるという長所を持っている'-2)｡固体についての

通常の光物性では，反射率が測定され， そのスペク

トルのKramers-Kronig解析を行って誘電率や光

伝導度のスペクトルが求められている')。ここで,通

常の光物性という意味は，光と固体の磁気との間の

相互作用が存在しても， その物性量を磁場または磁

化に関して展開したとき, 0次から始まりしかも偶

数巾だけを含む， ということである3)。一方，理論サ

イドからは，光伝導度または誘電率を，何らかの方

法で求めた電子状態を用いて計算し，実験から決め

られたものと比較検討することにより， その電子状

態を調べること力奇行われている2'4)。そのときの光伝

導度は光伝導度テンソルの対角成分dxx(G))であ

り， これに対する基本式としては，有名な久保公式

から導かれたものがしばしば使われる5-6)｡その公式

は，固体内の電子がBIoch状態にあれば

一意' 6(G)-EM'k+Ebk) (1.1)

で与えられる。ここで,oixx(G))は複素量dx､")の

実部を表し光の吸収に関係している。akはバンド

エネルギー， ｜ 〃た>はBIoch関数,人は電流演算子

の％成分,〃はバンドの番号,たはブリルアンゾーン

(BZ)内の波数ベクトル, /ik=/(ak)はFermi分

布関数,Vは固体の体積，のは照射光の角振動数で

ある。この論文では， 方＝1とする単位系を使用す

る。従って，のは照射光のエネルギーに一致する。

また，物性量を磁場または磁化に関して展開した

とき， 1次から始まりしかも奇数巾だけを含むとき

は， この物性量に関する現象は磁気光学効果として

知られている7)。この代表的なものには，磁気光学カ

ー効果とファラデー効果がある。カー効果は，光と

磁気の相互作用の結果が反射光に現れるもので，金

属的物質において顕著に観測される。ファラデー効

果は， その結果が透過光に現れるもので非金属的物

質において顕著である。これらの現象の詳細につい

ては文献を参照して戴きたいが， カー効果とファラ

デー効果は光伝導度テンソルの非対角成分α殖y(G))

に比例している7)。これも複素量であり，光の吸収に＊秋田高専専攻科学生
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関係するのはその虚部の躯y(")であって， これは久

保公式より(1.1)と似た形に与えられる。

伽(｡)＝命辨[|<"'叩|'た>'2-|<"鮴|"脆〉'2］

×袈三蓋L6("-Eb,k+Eb") (1.2)
ここで,み＝人士必である。カー効果やファラデー

効果は， 固体内の電子状態のなかで磁性を担う電子

の状態を直接的に測定するというメリットを有す

る7)。

a,xx(G))やのxｼ(の）を具体的物質について理論

的に計算するためには，且應と電流演算子の行列要

素〈"'た'九|"k>("=x,+,-)を知らなければなら

ない。これら電子状態に関連する量をバンド計算か

ら求め，それらを用いてびix､")やのxｺ,(の）を数値

的に計算する， という研究もいろいろ行われてい

る2,4,8,9)｡我々も,LaSeについてこの種の計算を行っ

て来た10)｡そのとき，バンド計算の方法としてAPW

法を採用したのであるが，バンドエネルギー＆胸と

固有ベクトルはバンド計算から直接求めることがで

きる'1)。 しかし，行列要素<"'た'九|"た>は直接的に

は求めることができない。そこで，バンド計算から

数値的に得られる固有ベクトルを用いて，行列要素

の表式を求めておくことが必要となる。この論文の

目的は,APW法から計算されたBIoch関数を用い

て行列要素<"'た|L|"た>の表式を求めることであ

る。

"2(y･,Eb")=州剛肋="exp(批州）
×Zi'AIM("〃)RI9(ps,ak)Yl"(pS)

／”

（2.3）

である。ここで,ps=7－R"－恥であり，恥は単位

胞におけるsMTの中心の位置ベクトルである。

RIs)(ps)はsMT内での動径波動関数,Z"(pS)は球

面調和関数である。 rがMT球間にあるときは，

",(y･,旦脆）は平面波で与えられ

"'(r｡ak)="exp(舵") (2.4)
である｡A鼎("〃）は， （2.3)と(2.4)の値がMT球面

上で連続であるという条件から決めることができ

A鰯("")=4"T豊鍔差鵬)恥(Ei) (2.5)
で与えられる。RsはsMTの半径である。九(x)はノ

次の球ベッセル関数である。 （2.1)の展開係数

Cf("k)はバンドエネルギー且鵬に属する固有ベク

トルの砂(r,Ek)に対する成分であり,APWバン

ド計算において数値的に求めることができる。

電流演算子L("=%,y,z)は，み＝－魂で与え

られる。ここで,－2は電子の電荷を表しg>0とし

ている｡ハミルトニアンHは,H=p2/2"@+V(F)

で与えられ, V(r)は周期ポテンシャルでありMT

球内では球対称,MT球間では一定値である。これ

より，〃は次のように与えられる。

ﾉﾙ=-"-",H]=+')'"='(2/"')$
（2.6）2．BlOch関数と電流演算子

3．電流演算子の行列要素APWバンド計算から求めることができるBloch

関数|"た>は,APW基底関数恥(y･,旦騰)の1次結

合で与えられ， それは次のように書くことができ

る'')。

〈"'た'九|"た＞を計算する。〃は〃=%,y,zであ

る。 （2.1)より

〈"'脆'小脆>､,""(r)",､(r)"" （3.1）

ここで，積分範囲は結晶全体である。Blochの定理

域,脆(7+R")=exp(舵｡R”)め"脆(r)と(2.6)を用い

ると，〃が微分演算子で与えられるので， （3.1)の被

積分関数はどの単位胞において積分しても値は等し

い。これより，結晶内の単位胞の個数をⅣとする

と， （3.1)は任意の単位胞における積分の値をⅣ倍

したものに等しいので

〈"'脆'ルた>=Ⅳ人州y･)〃蛾(y･)"
＝Ⅳ<"'た|〃"た>Q （3.2）

|"た>=d,"(F)=Zc,("た)砂'(r,旦脆) (2.1)

"i="+G2 （2.2）

ここで， ｜"た>は規格化されているとしている。kは

BZ内の波数ベクトル, Gfは逆格子ベクトルであ

り， （2.1)における／和はGfに関する和を表す。

"#(r,且脆）はMuffin-tin球(MT球）の内部と

MT球間の領域(MT球の外)では関数形が異なり，

次のように与えられる｡つまり,単位胞内のs番目の

MT球をsMTと表すと,電子の座標rが,格子ベク

トルR"で指定される単位胞の中のsMT内にある

ときは
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となる。ここで,Qは単位胞を表す。その体積もQ

で表すことにする。Qにおける積分をMT球内と

MT球間の領域に分けて行う。

<"'た|L|"k>=Jv<"'kl"|"た〉。

＝Ⅳ<"'た|L|此>｡ut+2JV<"'た|〃"た>SMT

（3.3）

ここで, Outは積分範囲がMT球間であることを示

す。

られているので，

Ⅳ<"'た'九|"k>SMT=zzci("'た)Gj("た）
』 ノ

×Ⅳ<W)(y･,"'た) |〃僻)(y･,"k)>SMT (3.8）

となる。 （2.3)を(3.8)に代入してAPW基底関数の

間の行列要素を計算しなければならないが，その計

算は長くなるので節を改めて次節以降で記述する。

そこでは,人,刀の代わりに鬼＝人士必の行列要素

を計算する方力:簡単なので， これを計算する。この

小節の残りでは，以降における計算の準備をしてお

く。上については， （2.6)を用いて兜とyに関する微

分を極座標γ,8，めについてのものに変換すると

八=%[sin""(号干÷た)±竿ら] (39)
となる。ここで， 皇は角運動量I=r×pのz成分，

ム=I×±必である。同様にして，みは

た=%{c｡s,(;+去ら)+sin#'"L] (川）
で与えられる。Ⅳ<沙？)(y･,"'た) ILI秒喫(y･,似た)>SMT

＝〃脚(y'脳,〃〃）とすると,我々が計算しなければ

ならないのはﾒz=+と〃＝zのときのものであ

る。〃瞥)("'〃,〃〃)は〃馴"〃,〃'〃)の複素共役

に等しいので

3.1 Ⅳ<"'たIJ"l"た>｡utの計算

MT球間におけるAPW基底関数は平面波(2.4)

で与えられるので， （2.1)と(2.6)を用いると

Ⅳ<"'た|ル比〉｡uヒーーホ亭亭‘ん'伽("恥，

×人texp(i("-"i)･r)"(3.4)
となる。ここで,V=NQを用いた。Outにおける

積分は,Qにおける積分からMT球内における積分

を引いたものに等しいので

久嘩exp(燗-〃r)"=J;exp("_").r)α『

‐亭人TeXp(鵬_脇)･r)α〃 （3.5）

である。右辺の第’項目は容易に積分できて結果は

Q&jに等しい。第2項目はsMTの中心に原点を移

して実行するとできる。結果は

入MTeXp(i(kj_〃")α『

=4"R:exp(峨一〃恥)九(¥) (36)
である。ここで，駒＝’たガー胸|=IGi-Gjlであ

る。これより， （3.4)は

Ⅳ<"'た|小脆>out=-最亭陶i"cj("'た)ci("た）
(3.7a)

＋赤字4概亭亭吻c徹("'た)cj("た）

Xexp('僻〃恥)爪響L (3.7b)

〃回("'〃,〃〃）＝〃蝉("〃,〃'〃)＊ (3.11）

の関係から，〃隼)("〃,〃'〃)が求まっていればすぐ．

に知ることができる。

4．Ⅳ<"Ws)(J･,"'た)l｡I+Ms)(r,"た)>SMTの計算

（2.3)より

〃噌)("'〃,〃〃）

＝Ⅳ<"P(r,ﾂ'た) |刈砂P(71"k)>sMT (4.1)

＝-r鳧『P鴫署(-')噸州勝("'脳)AIM(""）

×ん『棚1，(,,ぴた)""(，)凧鋤(γ, ''k)Z"(f)
（4.2）

P"=exp(i(恥－ん)･恥) (4.3)

となる。ここで， （3.9)を用いる。そのとき, 4ごとム

をYim(f)に作用させた結果は量子力学における角

運動量の議論からよく知られている。また，

となる。

3.2Ⅳ<"'たl必|似た>SMTの計算

（3.3)の右辺第2項におけるⅣ<"'た|"|りん>SMT

の計算について述べる。BIoch関数|"た>は(2.1)で

与えられ,APW基底関数物心,ak)は(2.3)で与え "Yi｡('),sin""=¥"I｣cos"=
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（4.4）

を用い，球面調和関数が3個かけ算された関数のβ

とめに関する積分については次の公式を用いる。

=g," (4.6a)

<J-1,"'+11Yi, l">

＝一馬‘完箒岩） (4.6b)

ここで, |">=I/i"(f)である。〈ﾉ'"，'｜ と ｜〃＞と

の組み合わせについては， （4.5)， （4.6)において示

した以外のものの積分値はOである。 （4.2)におい

て，βとめに関する積分を実行後/',〃についての

和を実行し，同類項をまとめるという一連の長い計

算を行えば次のようになる。

馬
馬

+1+"z)(J+1－加
</+1,w@|Yi｡l">=

ｊａ

－
師

<ノー1,''zIYi｡l">=
ｲｰﾛ7干丁)~(Z7=~IT

(4.5b)

</+1,"'+1 1Yi] |">

届
+1+wc) (ﾉ+2+w@

一
一

ｲｰ面干刀~画干可

肌("'柵)＝-赤恥署""""(,%(刎(<R"(ﾂﾙ'IR!(")>-M"'(,') '"IR,(")>)

+sj,_"A"("'j)A…-'")(<R,(,'ﾙ'IRM")>+('+2)<R｣(") ',IR"｣(")>)]
（4.7）

ここで， たとsMTを表すsは省略した。 Sz加は(4.6a)で定義されている。また，

<RI,("'ル"IR4(")>=久脇R山,"')州'(",y)" （4.8）

である。ここで， 〃＝1，2である。 （4.7)には,Rl(",")のγに関する微分Ri(7,")も含まれていることに

注意しなければならない。 （4.7)のSZ,-77zを含む項において,－”を"で置き換え, (2.5)から得られる関係式

Aﾑ_"(")=(-1)"Aihz('li) (4.9)

を用いる。これは球面調和関数の性質Yi;"(E)=(-1)"YZ_"(E)'3)を用いると容易に証明できる。これより

(4.7)は次のようになる。

肌("'柵)=-r壼万Rj要珈い…,(p'j)A'"('")Si(/+1,"'〃-Al"("f)Af+｣…伽sh('"';'+', :,)]
(4.10)

Si(/+1,ｿ';ん)=4"[州叢,(","')剛',")-帆制(""')R(",,)]", （4.11）

&(/"';J+1,")=久聡['.R*(","')R;"(',")+(!+2)'R#(","')R"#(",")]" (412)
AppendixAに示したように, Si(/+1,〃';ん）と&(ん';ﾉ+1,y)の右辺はともに積分できる。その結果は，

(A.6), (A.8)で与えられる。これらを用い， さらに(2.5)を用いると(4.10)は次のようになる。

〃？)("'j,uj)

=-:(a-a)(4"R:)P"["(")Gwi)<'+',"''''ん>s-FIs)(")GI+)(ji)<ん' ',''+',,>｡]
(4.13a)

－百ざ蒄凡(4"R:)P"F")GI"("'{L｡('+',"'-L｡(ん)}-FM)G!矧側{L｡(ん'-Ls(!+',")H
(4.13b)

十百『晏万(4R:)P"[w)Gwi)-卵(力)W)] (4,3c)

秋田高専研究紀要第34号
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も求めることができる｡次に,み＝仏十〃/2,ルー

(ハーノ皇)/2jを用いると, <"'た'八｜ 似た＞と

く"'た|み'"た＞も求めることができる｡さらに,ルに対

して(3.10)を用いて,上で典の行列要素を求めたの

と同じように計算すると， 〈"'た'ん|"た>の表式も得

ることができる。ただし， その計算も長い。それら

に対する表式は同じ形を持っていて4項からなり，

結果を示すと次のようになる。

ここで

FP(")=",("iRsM(hjRS) (4.14)

GI+)(")=-4"辺sI"YI+,,"+!(E)Yii'(E) (4.15)
抑Z

<〃','ん〉｡=久蝿”(剛')僻'(,,,)〃(416）

ﾑ(ん)=篝'畿芳 （417）
<"'た|ﾉﾙ|"た>＝〃("'た,"k)+")("'た,"た）である。PI'(",")は(2.3)で導入された動径波動関

数とPIs)(7',")=沢'(s)(7',")の関係にあり，

Schr6dinger方程式(A.3)の解であるが,PIs)

(Rs,")=1となるように規格化されている｡これよ

り(4.17)の分母は1に等しいことに注意しなければ

ならない。また,AppendixBにおいて示したよう

に, (4.13c)の／和は実行でき, (B.7)で与えられ

る。従って，

(4.13c)=-壼=7(4R:)P"("-偽舞）

×灸(響） （4.18）

である。さらに,AppendixDに示すように(4.15)

の加和も実行でき, GI+)(")はAppendixEの

(E.2)または(E.3)で与えられる。

＋ﾉW)("'た,"k)+JW)("'k,〃た) (5.1)

〃(''k,"た)＝-量(凰鵬-且應)亭(4澱）

×ZEci("'た)Gj("た)P恩γ鍔("'k,"た;s) (5.2)
i ノ

〃("'た，"た)＝－2赤亭(4㎡:）

×ZZci(ﾂ'た)cj(ﾂ化)P"L(3("'k,"た;s) (5.3)
』 ノ

〃("'た,"た)＝茨曼元亭4洲zZ(陶灘十〃』 ノ

×‘’(,･伽(,〃鰈(響） （5.4）

〃("'た,"た)＝-云亭偽"ci("'た)ci(I'") (5.5)
ここで,"=",y,Z,±である。P壕は(4.3)で定義

される位相に関する量である。 γ膠("'た,"た;s)は双

極子積分に関係する量, Z,"("'た,"化;s)は対数微分

に関係する量である。それらは次のように与えられ

る。

5． 〈"'たl｡Z|"た>("=",",z,±)の表式

（3.3)， （3.7)， （3.8)， （4.1)， （4.13)， （4.18)よ

り， 〈"'た仏|"た>を求めることができる。そこでは，

(4.18)と(3.7b)はまとめることができる。また，

<"'た|ﾉｰ|"た>＝〈"た'八|"'た>＊より火の行列要素

ｌ
ｆ

γ鰐(''た,"";s)==[F!"(")GM)<'+',"'た'''脈〉｡-F脈)G!(力)<ん'た'''!+',"">｡] (5.6）

Fwi)GM){L｡(I+',，'k)-Ls(ん比)}-即㈹G'(力){L｡("た）L窪("'た,〃た;s)=E
／

}］-Z,s(ﾉ+1,シ凡） (5.7）

(5.6)， （5.7)におけるGf)(〃）は,AppendixEに与

えられている。 （5.2)， （5.3)はMT球内部からの寄

与を表し， （5.5)はMT球間からの寄与を表す。

(5.4)は両者からの寄与を含む。 （5.6)， （5.7)におい

て， （4.14)からわかるように， ［ ］内の第1項目は

/状態からノ＋1状態への遷移，第2項目は／＋l状

態からノ状態への遷移を表し， その他の遷移は禁制

である。〃=",jﾉ,Zのときは, (5.2)～(5.5)がエル

ミートであることは容易にわかる。また， （5.2）

～(5.5)において,Rydberg原子単位を採用したと

きはg=","z=1/2であり,Hartree原子単位を

採用したときはg=wc=1である。
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6．光伝導度テンソルにおける電流演算子行列要素

の取扱い

である。 （6.4)において(6.7)を用いると

<"',R"|ﾉﾙ|",R">=Z"(R)似α
a

（1.1)で与えられる光伝導度ぴ,xx(G))において，先

に関する積分を行うときの行列要素<"'た|人|"た＞

の取扱いについて述べる。簡単のため，結晶は立方

対称を持つとする。そのとき，結晶は点群Oんの任意

の対称操作に関して不変である。O"は48個の対称操

作からなり，その中の一つの操作をTで表し,Tに

対応する座標変換の行列をR(T)とする。このと

き,R(T)は直交行列である。以下では,R(T)を

単にRと記す。たがBZの既約部分(1/48)BZ内に

あるとすると， (1.1)における波数ベクトルに関する

和は， この旅に関する和とRに関する和の積に書

くことができる。ただし，そのとき(1.1)の波数ベク

トルはRたで置き換えなければならない｡そこで,バ

ンドエネルギーに関する対称性a,""=EM;を用い

ると， （1.1)は次のように書ける。

伽(")＝子男亭州(た）

×鶚三蓋)‘("-＆職+ak) (6.1)

×ん‘(『')ん“,')〃 (6.8）

となる。これを用いると(6.2)で与えられる〃脚(た）

は

〃錦(")=ZZza(R)"""(R)"
尺 α β

×<"'kl川"k><"た|み'"'た＞ （6.9）

となる。ここで， （6.8)のr'積分はyo'=yoとするこ

とにより八は八と書くことができることを用い

た。変換行列Rは，点群○んの西迦表現の表現行列

になっているので，群論における大直交定理より'2）

零α(R)"""(R)"=号伽 (6.10)

が成り立つ。右辺の因子(1/3)は西勉が3次元表現

であることによる。また,g=48である。 (6.10)を

用いると(6.9)は次のようになる。

〃錦(")=gﾉﾚ,"(")2 （6.11）

八"(脆)'=;写'<,'た'ルル> '． （6.12）

(6.11)から次の等式が成り立つことも容易にわか

る。

〃鈍(た）＝〃鈍(た）＝〃鈍(た） （6.13）

(6.11)を用いると， （6.1)における比に関する積分

は(1/48)BZで行うことができる。 また, (6.11)で

は,kは(1/48)BZにある必要はな<,BZ内にあれ

ばよい。

次に， （1.2)で与えられる的難ｼ(の）の行列要素に

ついても, oixx(G))のときと同じような取扱いをし

ておきたいが， この場合は(6.10)に対応するものが

Oとなってしまい，具合が悪い。その理由は，

obxJ,(G))の計算においては，スピンー軌道相互作用

が無視できないことにある。スピンー軌道相互作用

を入れたときに, d,xx(")に対して行ったような行

列要素の取扱いを正しく行うためには， 2重群を導

入する必要がある'2)。この扱いは別の論文で行うこ

とにする。

〃縄(")=Z|<"',R"|〃",R">|2 (6.2)
R

(6.2)では,":=",y,Zである。また, (6.1)でkは

(1/48)BZにあることをいま一度注意しておく。こ

こで, BIoch関数|"た>=d""(F･)=eik'『","(7)と

Rルァ="･R-'γを用いると， この関数は次の性質

を持つこと力ざわかる。

め，,Rk(J･)=exp(批・R-'7)",""(r)=d"k(R-17)

（6.3）

これより， （6.2)における<"',R"|〃",Rk>は

ﾉ州R-'r)JM""(R-'r)α『<"',R"IL|",R">=

（6.4）

となる。ここで，変数変換R-'y･=y･'を行う。この

とき〃＝〃'である。また,Lは(2.6)で与えられ

るので

L=i(g/wc)写蜑晶=字茅 (6.5)
となる。ここで,α==X,y,Zである。 (6.5)において，

α'=2"(R-')""=国α(R)phrp (6.6)
β β

を用いると, aα'/即="(R)鯉αであるから

ノカ=Z"(R)""/a. (6.7)
a

7． まとめ

APWバンド理論におけるBIoch関数を用いて，

光伝導度テンソルの対角成分峨葬(の）に含まれる電

流演算子の行列要素に対する表式が導出された。 ま

た， それは， （6.13)で与えられる対称性を持つこと
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L璽側=聟鍔 (A.7)
（4.12)の＆(ん';/＋1,〃）の積分も同じ方法でで

きる。結果は

&(c,")=－"(Eb-EM)<cI"ld>

＋粋(凡凪側[f+L.('%｡(R.)]
(A.8)

である。ここで,c=(I,〃'),"=(J+1,")である。

が示された。その表式と対称性を利用して,BZにわ

たるた積分を(1/48)BZで行って，数値的に

o,xx(")を求めるための行列要素の取扱い方法が明

らかにされた。

AppendixA:S,(J+1,シ';Z")と&(J"';I+1,")の

計算

簡略記号α＝（ﾉ＋1,〃')， 6＝（ﾉ,〃）を導入し，

Rz(7)=服迦(7)("=",6)とおくと(4.11)は次の

ようになる。

S(",6)=久騒州")EP;(,)-4=LB(,)]",
(A.1)

sMT内における，凡(7),B(7)についての

Schr6dinger方程式は

-zMP;(,)-('+'¥'+2)FM]+K(,凪(,）
=EzRz(7) (A.2)

一式[P:(")-'("')B(,)]+K(,旧(,）
=EbB(") (A.3)

AppendixB: (4.13c)のI和

Sを式%2+y2+z2=R:で与えられる半径Rs(=

α）の球面とする。次の面積分を考える。

P=1(x+iy)exp(i("-〃γ)6ﾒS (B.1)

ここで,鮒="2Sin〃〃め,"+jy="sin8e妙であ

る。 （4.4)を用いると(B.1)は次のようになる。

P=@｡JIexp(-伽γ)(一価〃i,(M))
Xexp(".y･)tiS (B.2)

よく知られた公式'3）

exp("･y･)=4冗国伽(")Yiiz(E)Yi"(",･)
／加

(B.3)

を用い,次に(4.6)を用いてβ,め積分を実行して,少

し長い計算をすると次式を得る。

である。V§(γ）はsMT内におけるMTポテンシャ

ルである。 (A.2)と(A.3)の両辺にそれぞれB(7)

とRz(")をかけて辺々引くと次式を得る。

－1圭与&(7)R(")=-郷(EIz-Eb)Rz(")B(7)

＋;側γ)PZ(")-PK(7)R(")) (A.4)
これを用いると(A.1)は

S(a,6)=-"(az-Eb)久健州γ)B(")"

＋久聡凡(")P6(")"

[Fwi)GI"(力)-FP(jr)GI"(")]P=/4"3Z
I

(B.4)

ここで,FP("),GI+)(")は(4.14), (4.15)と同じ

ものである。次に(B.1)を別の方法で計算する。

(B.1)は

P=-f+弱ルxp(iん伽 (B.5)

と書ける。ここで， 脆＝恥－たiである。この面積分

は容易でありPは次のようになる。
+弧‘ 7(Rz(7)PZ(")-PZ(")R("))"

(A.5)

となる｡RzPK-PKB=(凡P6-P&B)′を用いて第

3項を部分積分すると，残りの計算は容易であり最

終的に

Si(",6)=-wz(Eb－且)<"| ''|6>

+;R･hPI(R.)[f+L,(R,(R.)]
(A.6)

を得る。ここで,L"(Rs)("=",6)は対数微分であ

り次式で定義される。

P=-j
●

｝勉氏十歳§i血

＝伽｡(恥-ぬ)入(響） (B.6)

ここで,hj+=hjx+jhiy,Kkj=|"|=|膨一上|であ

る。 (B.4)と(B.6)を等しいとおくと次式を得る。

琴[即(ヵ)岬(")-FIs)(/州鋤(ヵ)]

＝(陶鍔-恥)た(響l (B.7)
平成11年2月
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α＝鬼･鳥

＝"灌嶮＋何=~鹿何=7ZZcos(めオーめj) (C.8)

となる。 (C､7)における微分を, (C.8)を用いて実

行すると次式を得る。

GP(")=(J+1)"2zR(")+("垣α一峰)PI(")

(C.9)

Sを(B.1)と同じであるとして，積分

Q=J;:exp("_L) 聯肱 (B.8)

を考える。 (B.7)を導いたのと同じようにして次の

結果を得ることができる。

字[卵(力)岬(力)-FP(w(")]

＝偽雇-峰)九(響） (B.9)

ここで, GIa(")は(C､1)で定義されている。これ

は， 〈ソ'た|劇"た>の計算において利用できる。

AppendixD:GI+)(")の計算

（4.15)で与えられるGI+)(")において,Appen-

dixCの場合と同様に(C.2)を用いると次式を得

る。

AppendixC:GIz)(")の計算

Gf)(")は次式で与えられる。

岬(ガ)＝4"里方"YZ+,,"(Ei)Yim(E) (c.1)
"

GI+)(")=exp(")Z
〃、

×(-1)"P"'("＃畠)Pr"("jz)exp(”め） (D.1)

ここで， め＝めガーめjである。漸化式'4）

JI=元冨P"'(x)=(/+1+"z)P?(x)

-(/+1-wz)xPE,(x) (D.2)

を用いると次式を得る。

GI+)(力)=皇書拶尋(-1)"(J+1+wc)
×P"'("iz)Pr"("iz)exP(加め) (D.3)

/JI"干T画千ﾖアここで；吻加=J(J+1+w@)(/+1-wz

である。球面調和関数の定義式'3）

恥(“)=(－1)鯉ｲ雪郭悪¥""･s8)ei'".
(C.2)

を用いる。これは,"z<OのときにもLedgendre陪

関数を次式で定義しておけば有効である'4)。

"(")=(－1)銅器手殼Pf(")("'<0,"=|"'| )
(C.3)

Y齢(E)=(-1)"YZ_"(")'3)と(C.2)を用いると，
(C.1)は

GIg)(")=Z(-1)"(ﾉ+1－"）
"

×PIn,("狸)P､"jz)exp("(めボーめj)) (C.4)

となる。ここで， 〃‘z=cos82="2z=ルガz/"i, d'は

脇の方位角である。漸化式'4）

('+'-")P",(")=[(!+')"､'-"･):]"(")
(C.5)

を用いて，次に

-exp("i)cot"iZ(-1)"(/+1-w@)
抑

×PZ,("iz)Pr"("iz)exp("め) (D.4)

ここで,"2z=COS8iを用いた。 (D.4)は(C､4)と比

較するとGIa(")を用いて表せることがわかる。ま

た, (D.3)において, (/+1+wz)exp("d)=(ﾉ＋

1－ja/ad)exp(加妙）と書いて(C.6)を使うことに

よって〃和が実行できる。これより次のようにな

る。

GI判")=&鶚筈｣['+'-'#]R(")
-exp(")cot",GIz)(") (D.5)

ここで， αは(C､8)で与えられている。 (D.5)にお

いて，

券(")=-sin8#sinasindPI(") (D.6)
を用い，次にGIa(")が(C.9)で与えられることを

用いる｡この後,長い計算をして鬼=("ix,"","‘z)
で〃‘x=sin"icosdi,"jj,=sinaisind#を用い，さ

らに〃‘+="2x+i""を用いてまとめると次式を得

る。

GI+)(")=(ﾉ+1)"i+B(")+("i+α－鮒+)PI(")

Z(-1)"P?("iz)Pr"(")exp("(めガー抑）
，泥

面缶専YI"(E)YME)=B(f･Z) (C.6)
を用いると'4)，加和が実行でき

卯(ヵ)＝('+加洲α)､'-")=:zR(")
(C.7)
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録[(恥-聯旧(α)+(聯-")凡,(α)］
(E.2)

砂)(’)＝

="i"PI+,(cr)－聯PI(") (E.3)

次に, GI-)(")をGI+)(")の複素共役

GI-)(")=GI+)(")* (E.4)

により定義する。また, GI"(")とGIy)(")を式

Gい(")=GI+)(")=Gr)(") (E.5a)
2

GF)(")=GI+)(")FGI~)(") (E.5b)
2i

で定義すると， これらは(E.2), (E.3)と同じ形に

書くことができる｡従って, (E.2), (E.3)では〃＝

X,y,Z,±である。〃=%,jﾉ,Zのときは'"i"はたiの

〃成分であり，〃＝±のときは〃i± :=="ix±/"”であ

る。また， α＝鬼･島であり， α≠±1のときは
(E.2)を用い,α＝±1のときは(E.3)を用いる。そ

のときは,PI(1)=/(ﾉ+1)/2,PI(-1)=

(－1)‘+'/(/＋1)/2を用いる。
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