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平行壁間に置かれたキャビテーション翼に及ぼす

側壁境界層による 3次元効果(理論展開)

伊藤 惇

3D・Effectof Side Wall Boundary Layer on Cavitating 

Hydrofoil Between Parallel Plane Walls 

-Theoretical Development-

Jun ITO 

(1997年11月27日受理)

Cavitation occurs in high speed hydraulic machinery and marine propeller. For improve-

ment of these characteristic analysis and rational design， the theoretical and experimental 

studies of the two dimensional hydrofoil (hydrofoil section) in cavitation are fundamentally 

important. Referring to theoretical studies， there exist many results and several ones were 
presented by the author. On the other hand， the experimental studies ever published are 

precisely examined， so that出atthese studies all have weekness becomes clear. This is the fact 

that the side wall boundary layer effect (3-D effect) of water tunnel where test hydrofoil is 

instal1ed is not considered. Concerning the upper and lower wall effects which is two 

dimensional， there exist relatively more theories. However， for the side wal1 effect a three 

dimensional theory must be developed and the existing出eoryof出iskind does not exist at al1. 

Therefore， taking no account of the three dimensional effect of side wall of water tunnel on the 

experimental results has been continued. 

From such a back-ground， the theoretical method which estimates the side wall boundary 

layer effect of water tunnel on experimental results of hydrofoil has been examined by the 

author so far. And as出efirst half of出isresearch lhe case of non-cavitation condition has 

already been presented(l，2). This paper aims to extend this case to that of partial and super 

cavitating conditions. 

1 .緒言

高速水力機械や舶用フ。ロペラではキャピテーショ

ン(空洞)現象を伴う。これらの性能改普・や合理的

設計のためにはキャビテーション発生下の 2次元翼

(異形)の理論的並びに実験的研究が基礎的に重要

である。理論的研究に関しては多くの成果が見られ

著者も 2， 3の論文を発表している。一方過去に公

表された実験的研究について詳細に調べてみると，

いずれについても欠点があることが判明した。これ

は試験翼形が設置されている水槽の両側壁の境界層

の影響(3次元効果)が考慮されていない点である。

上下壁に関しては 2次元問題であることから比較的

多くの理論があるが，両側壁の影響を考慮するため

には 3次元理論を展開しなければならず，この磁の

既存研究は全〈無<.異形の実験結果には両側壁の

境界層による 3次元効呆は無視され続けてきたこと

になる。

このような背京から，著者らは翼形の実験結果に

対する水槽の両側壁の境界層の影響を評価する理論

的方法について検討してきた。そして第 l段階とし

て空洞発生のない場合について既に公表しが1ヘ本
研究はこれらを部分空洞及び超空洞を伴う異形に拡

張することを目的としたものである。
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2.基礎 式

2. 1 運動方程式

図 lに示すように，弦長 C，迎え角 αなる3次元

翼が，幅 λの平行壁聞に壁に垂直にまたがってい

る。流れは翼前紘から剥離して空洞を形成し，翼背

商上(部分空洞)あるいは興後縁より下流(超空洞)

まで長さ lなる空洞状態にあるものとする。主流は，

翼幅方向に発達した境界層 (速度分布は U(y))にな

っていて，勾1平面に平行に x方向に流れている。

流体は非圧縮性 ・非粘性とし，簿翼の仮定からじよ

う乱速度を一次の微小量として線形化すると，オイ

ラーの運動方程式と連続の式からじよう百ほ力につ

いて次の方程式が成り立つ。

2feJf主Aft-JLdι盆 =0
dx2 め，2 • dz2 Uのみ -v

2.2 境界条件

(1) 

無限遠では， じよ 乱圧力ρは零であることから，

ρ= 0 (2) 

平行壁面では，壁面に垂直な圧力勾配が容であるこ

とから，

2色=0
めy

(3) 

翼面上，空洞のない部分では接線流れの条件より，

旦豆~
U - dェ (4) 

ここでz/は翼表面の z座標で，W はじよう乱速度

の z成分である。空洞領域では圧力一定条件より，

ρ = ~~ ~ 

2.3 変数分離

以上で設定された境界他問題を解 くために，運動

方程式(1)に対して次の変数分離解を予想する。

す=Y (y)P(x， z) 俗)

ここでρは流体密度である。式(6)より一般解は次の

一次結合で表される。

す=21F(冷川ω:kn)P (μ ;ん) (7) 

ここでιは固有値であり ，Y(y;ん)，P(X， z:ι) ， 

F(ι)は翼幅方向と翼断面平面の基本解およびこ

れらの線形結合のスペクトルである。変数分離の結

果 YおよびPに関してそれぞれ次の微分方程式が

成立する。

d2y 2 dU dY 今

一一一一一一一一一一一+丸2Y= 0 dy2 U dy の
δ2p . d2P 
:'_~2 +ーーす-kn

2P= 0 δIX' . dz2 'vn 

3.平面問題 (翼断面)

3.1 圧力関数 [P(x，z;kn)]

式(9)の解は，無空洞状態では，

P(丸山)=3tf叫 ん)会九(r)d~ 

+2去とfo
C

玄L/パ応(

部分空洞状態でlは孟，

P(x， z;ι)=2と101

r. (仏 )乏 ι(r)d.と

-z 

興端に接して

いる 2平面

(8) 

(9) 

(10) 

図 1 座標
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+去ICrz(ξ: kn)会ι(r)d~

+去/0'~c (と ;ι)会ι (r) d~

+会/oC ~Aξ:kn)会Ko(r) 々

超空洞状態では，

P(丸山)=去/OCr(川 )会 ι(r)d~ 

+Etf zl(ξ:kn)会Ko(r)d~ 

+Eとよ，~2(ξ;ι)会ι(r)々

ここで，

r = kn{Z2+ (x-ξ)2}τ 

rおよびその添字付きは，翼と空洞から成る空間の

上下の速度差に関する特異点分布であり，添字付き

Zは同じ空間の厚みに関する特異点分布である(図

2)。言い換えれば，これら 2種の特異点分布はせん

断流でない一様な流れ， したがって 2次元流れと一

致するが，このような場合の渦および吹き出し分布

に相当する無次元量である。また，Ko(r)は零次の

第 2種変形ベッセル関数である。

線形理論であることから，式(10)(l1Xl~に対して極限

操作を行うことにより圧力関数は，

(a) 無空洞の場合は，

P(は 0:ん)=寸r(山 )

一?と/oC ~Aξ;ん)辻苦々

一歩ι/OC~A~: 丸) sgn (x-ξ) 

xR， (ι I x- ~ I) d~ (14) 

(b) 部分空洞の場合は， 0く x< 1に対して，

P1 (は 0;丸)=寸r，(山 )

一訂 叫ん)古々

一?とれAごみ)己す d~ーム 怖い;ι)
(15) 

また，l < xく cに対しては，

九(は 0:ι)=寸r2(x;ん)

)
 

-1
 
(
 

一?とえ'Zc(川 )辻す必

-2と/OC~応ι)辻す d~ーム 陥 (エ:kn)
(16) 

ここで，

(1Z) 

ム的(x:kn) =会kn/0' ~c (ごみ) sgn (げ )

xR， (knlげl ) d~+2と kn/o( ~A川)

xsgn(x-ξ) R， (ιIxーξ1)d~， (1問力

R九I(作ωz)= KιI (ωz)一士 0 

上式でKιI(作z)は一次第 2種の変形べツセル闘数で

ある。

(c) 趨空洞の場合は， 0く x<cに対しては，

P1(は 0:丸)=寸r(x:ι)

(13) 

2とかI(ξ;ι)三吉d~

-3bfJ Z2 (ξ :kn)三宮d~ーム 的(山)
(19) 

また， c < x < 1に対して，

P2 (x， 0: kn) =すれ1(仏)古々

}:/ 一______c
F 

}:/ }:c 
--・・ー ーー .同ー ~司 、、

r. 

}:I }:2 
一 一ー-ー』ー -ーー一 ー 『 、

‘・F -，.. c 

一'---
図 2 特異点分布
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一?と/'k2(川)己亨dξー ム 的(x:kn) 

。。
式(19)，仰)における ム 叫(x:ん)は，

ム叫(山)=2と川、(ξ;ん)sgn (xーと)

XR.(ι|げ 1)々 +3thnfzz(ξ:kn)

xsgn (xーと)R.(んIxーと1)d.; (21) 

3.2 じよう乱速度 [Wn(X，z; kn} ] 

運動方程式の z成分から次式が成り立つ。

2色打δω
δz=一ρUBzo a

第 n番目の固有値んに対応する無次元じょう乱速

度叫を次式で定義する。

ω(x， z:ι) 

=坊主F(kn)Y(y:丸)向(丸山) 側

式(7)，仰.ωから，

叫 (x，z: kn) = -!:，∞会P(い :k川仰)

式ωに式(10)，(日)，(I~を代入して計算するとそれぞれ
以下のようになる。

(a) 無空洞の場合は，

Wn(は 0:ι)=一去f.Cr(ξ:kn)己苦々

一安か:nfoc r叫、寸(

+ fo~'ι州1ト川刊x-パ-寸叶ξ引l ι (οゆと-十 knわ(x:ι)ぬ

±すkAx:kn) 仰

(b) 部分空洞の場合は，O<x<lに対して，

叫.(x， :t0:ん)= 

1 (C，.， 1，..，. ¥ 1 ，~， 1 
ーす:- / . r2 (ξ; ん)一一Fd.;土~ ~c (x: ι) 

叫 ん xーと 2 

:t ~ kA山 )+.6 Wn(山 ) 側

l<x<cに対しては，

ぬ (は0:ι)=ー?とえ'r.(ξ;kn)己否dξ

一千rr2(.;;kn) ~~ ~ d.;:t ~ kAx;ι) 27< J， -"'7 '''Tl/ x-ξ--'-2 .....f 

+.6 ω~n (x;丸) 仰

平成10年 2月

ここで，

ム ω'n(山)=ーヤn!o'r.(山 )ゐ

一去川'rl(ごみ)sgn (xー ξ)

x {R. (knlxーξ1)+ !o.'lz-ξlιω(μ川t

一寸士hιnIメICr九2バμ(μ航xぶ山;み刈ιω)凶ぬか一2古七ι

x IC rz(仏 )sgn (パ ){R. (ιIx一ξ1)

+ !o..，Z-flιω}d.; ω 

(c) 超空洞の場合は O<x<cに対して，

叫.(日 O:kn)=一刻CM )古々

土すドヱ丸Iパ占(付川x

c<x<lに対しては，

ωn2 (x;士川)= -去か(ξ;hn)tEds

±ド2(X :kn)十山n(X; kn) 側

ここで，

ム Wn(山 )=一十knfo' r(x;kn)政

一?と川、(仏)sgn仕ーξ)

X{R.(ιIx一ξ1)+ !O."'-{' Ko (t) dt 

3.3 積分方程式

翼表面上では，式(4)とωより，

dz， 1 骨27=す百三J21F(ι)y (y;ι)叫 (x，zみ ) 側

空洞部分では，式(5)と(7)より，

21F(ι) Y(y:払)P(いん)= const 側

が成立する。よ って，

(a) 無空洞の場合は，翼上下面の座標を zu{x)，Zt 

(x) ，反り線を Zc{x)として次のようにおし

dzu{x) 
-U =wn(z，+0;丸) "4) 

dzt(x) す L=山 一0;ι) 。日

したカfって
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dzc{x) ;h' =τ{Wn(x， +0:ι) +Wn(X，ー0:仇)} 側

上式に式仰を代入すると

生c(x)_ __1_ ( 
dx --27r人r{ごみ)x:_~ d~ 

-去川、(ごみ)sgn {げ)

X{Rt (knlx一刻)+ /Ok.I"~fl Ko (t) dt }d~ 

-士ιfoCr{山 ) 自力

(b) 部分空洞では，0 < x < 1， l < x < cの範囲で

接線流れの条件をそれぞれ次のよう に置く 。

dZl (x) 三すL= 叫 t(x，-0;ι) (38) 

等2..= Wn2(川 ) (39) 

ここで，

ω'n2 (丸山)=す{ωn2{川附 )

+ωn2 (X，ー0;丸)} 附

式側，側に式側，仰を代入すると，O<x<lに対し

て，

生必2.._ __1_ (' 
dx -Z10 rI (ξ;丸)士吉 d~

r C ~ / _. ， \ 1 ._ 1 
一一一 Ir2 (ξ;ι)一一一 d~- ~ ~c{x:ι) πJl '-''l¥''''#'''TIIX_ξ2  

一すド玄~/パが(
l<x<cに対しては，

dzc{x) _ 1 (' す L=-z人rt(と;hn)F 戸

-Etfyz(ξ;kn)dEdS+AWn(x;hn) 

(42) 

0< x < lにおける空綱部分の圧力一定条件は，次

のように置 し

Pt(い 0;ん)=ーすの(ん) 附

式(43)に式(1司を代入すると，

れ (ん)=÷れ(山 )

キ会/0'ヱ必 kn)土門

f事

+ 2去bArρe冶~/以fパ応(
(やωc吋)超空洞では， 0 < xく Cの範囲で接綜流れの境

界条件を部分空洞の場合と同様に次のように置〈し。

dZl (x) 三すL= ω山 一0:ι) (45) 

式仰に式ωを代入すると

等L=-2tkm)古d~

ーす ~t (x;ι)+ム Wn(山 ) (46) 

O<x<cおよび c<χ <lにおける空洞部分の

圧力一定条件はそれぞれ次のように置く 。

Pt (Xt+O:丸)=ーすの(丸) 仰

九(久O:kn)=ーをぬ(丸)

式側，仰に式(19)，側を代入すると，

士山(ん)=すr(x;ι)

+?とえc~t (仏)辻すd~

+去よtZ2(ξ:kn)辻否々

+ムun(x:kn) 

去の(ι)=去れt(ξ:kn)己苦々

+三七メtZ2(ごみ)三吉々

(48) 

白砂

十ム Un(x;kn) 仰)

式聞は無空洞状態について，式側，仰， (44)は部分空

洞状態について，また式附，側，刷)は超空洞状態に

おける積分方程式であり，奥断面流場の基礎方程式

である。なおヱfは翼厚勾配と等しく次式により決定

される。

L(x)=£災(x) a;l) 

4. 固有値問題(翼幅方向)

4. 1 問題の設定

興幅方向における流れ場の問題は，式(3)，(8)から

次のような固有値問題になる。

d2y 2 dU dY 
一一一一一一一 一一+kn

2Y=0 (O<y<λ) dy2 U dy dy 

a;2) 

秋田尚専研究紀要第33号
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d2ι.._2(恥 1+ηn-l)
dy2 ....，. y，，+ 1- Y"-1 

ここで，

(53) 
dY _ 
dy -V 

計算量を減らすために流れの対称性を考慮し，翼幅

方向の解析のために本問題を次のように設定する。

(y = 0，λ) 

(65) 引 -1三 五 二 五斗
Y"-Y"-1 

恥:三五 ιニム
Yn+I-Yn 

(54) 
d2y 2 dU dY 
万 一万万す+kn

2Y=川 <yくす
(倒

納

(帥

(69) 

U，，_，三 笠旦二笠止よ
Yn-Yn-I 

Un+1 = Un+l二h
+1一 片付-Yn

よって式倒は次のような差分商方程式になる。

2(ηn...1 -1]n-12._~n-I +Un+l 

Yn+1 -Yn-I 2un 

x(引ー1+ηn判)+丸2Yn= 0 
式制より，

2 dU 2 
U dy - 7y 

(55) 

(56) 

6司

dY _. A 

Z7=o;y=17 

上述の境界値問題すなわち式側，側の下に式側を

解く問題は，スツルム ・リュウヴイル型の固有値問

題となっており，無限個の問有値ι(0，k1 (> 0)， k，. 

(> 0)， .…・・)が存在し，それに対応する直交関数系

Yω;丸)を解に持つ。したがって，

rt Y(y;丸)Y{y;ん)人 川 削'¥2V • '''7'1 dy = 0 (昨 r)

dY 
dy = O;y = 0 

。。

。1)

また，

l_ _rjU .._ 1 t'n-1+的 +1 ~ 1 
U dy -，. Un 2 = 7 yn 

故に式側は次のようになる。

2(恥 +1- 1]n-1)一生4土!l!!.:t!+ι2Y
n
= 0 

Yn+1 -Yn-I 7Yn ' "n 

(58) 

次の関係が成り 立つ。

y
 

J
u
 

'

i

n

 

k
 

=

・

ん

の
い
れ
引

刈

2
け

Af
o

(

引

矧

2
一λ

P
一

正

=

し
A
E

》

こ

J

立

f
jt
れ

は

内

成

2
一λ

よ

F

が

の

(7t) 

(59) 

F (0) = Y (y : 0) = [幻+訪戸川ー+
4.3 固有方程式

式(7t)より固有関数九についての次のような連立

方程式が得られる。

吋Y2~Y1 {ω-Y2) l Y2-Yl l 7YI (Y2+Y1) J "'n J 

(ω) 

4.2 差分方程式

本解法では主流の速度分布について制約は無〈任

意に与えることができる。主流は十分に発達した境

界層を対象としていることから，舌し流境界層で成立

するカルマン ・プラントルにより提案された1/7乗ぺ

き法則に従う速度分布を仮定する。すなわち，

U{y) = U向 (2:)-t 
_" ~\2 J \ λ/ 

Y"+1 }う，Y"叶

(61) 

式(54)を差分によ って離散イじするために以下の計算を

行う。

図3において， 一次の導関数は，その両側の小区

間の平均変化率の平均値によ って近似し， 二次の導

関数は，その両側の小区聞の平均変化率がそれぞれ

の中点にあるものとしその聞のこれらの平均変化率

として近似する。すなわち点 η における一次及び二

次の導関数は，

豆ζ ~ !l!!=-l土血土i
dy 寸 2

y Y，，+1 Yn 

分割図3

Yn-l 

(62) 

(63) 
豆ι」生4土hι
dy """ 2 

平成10年 2月
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一九[Y2':YI(7お弓f}J= O(n = 1)側

Yn-I [耳今プ(Yn+I~Yn・1+合)J
-YII[(万士万+京去す)(片付与J
ーま(可匂-古今す)-kn

2J 

十九1[ぉ匂(Yn+1~Yn-I ーま)ト o
(n= 2 -N -1) (74) 

YN-I[石士山一ムN→+ま)J
....，. r 4YN-2YN・1一λ

- I.vL7y.v(λー2YN)(YN-YN-I) 

2 、+k，，21ω.v-YN-I) (λ-YN-Y.v-I) ""71 J 

= O(n = N) (75) 

これらの係数行列の行列式を零と置くことにより，

固有方程式が待られ.QR法(3)によって固有値ιを

決定することができる。

4.4 固有関数

固有関数 Ynは連立方程式(73)， (74)，仰を変形した次

式を漸化式として使用して求めることができる。

-iLLー{，.1311 ~ Y2 ¥ }-kn 21 Y1 (76) 
2 - A L災 -YI t 7 Y1 (Y2 + Y1) J "'n J 

= ~U一一上_(_2一+ム)> Yn-I 
nH-B Ll yn-yna11yPHI-yn-i7ypaljB 

+{(_ _1ー+ 1 )( 2 ) 
l ¥ YII+ 1 - YII YII -YII-1 I ¥ YII+ 1 - YII_I I 

一一L{_l_一一一一Lー.)-kft21 yJ 
7Yn¥YII+I-YII YII-YII_11 ，wnJ-nJ 

(n = 2 -N -1) (7司

口 lf 1 I 2 . 1 ¥lu 
rN  = でLy.v土石士l λ-YN -YN-J刃~) J IJ 

ここで， A， B， Cは，

A= 1 f 13m-yz l 
-------<-----------・Y2-YI t 7YIω'2+Y1) J 

B = 1 ( 2 -J-i 一 一YII+1-YII ¥Yn+1-YII-I 7YII 1 

c -4YN-2YN-1ー λ
- 7y.v(λー2y.v)(Y.v-YN-I) 

(78) 

(79) 

(80) 

f事

2 + ι2 側
(λ-YN-Y.v 1)ωN-Y.v→) 

固有関数を決定するには， Y1 = 1と置いて，式。防力

側よりすべての Ynを求める。次に規格化を行うた

めに積分により式聞の左辺を求め，その値を Sと置

く。 Yh/siを新たな Ynと定義しなおすことによっ

て規格化の条件の式側を満足させることができる。

なお，4.2から4.4節jのサフィ ックスの η は， 0から

λ/2の領域を分割する分点の番号を示すものであ

り，んのサフィ ックスとは異なることに注意を要す

る。

5 .平面問題の解法

5. 1 無空洞

積分方程式仰を解くために，未知関数を次のよう

に展開する。

r(xみ)= Ao(ι) cot-i+乏 Am(ι)sin mφ. 
2 ' :;1 

x=す(1-cosφ) 制

撤点位置は弦長方向であるので，Schlichtingの方法

を採用する。すなわち

= • ~ T (4v-l)，ν= 1， 2… 側
4N 

ここでNは標点数であり，計算では 4とした。

5.2 部分空洞

連立積分方程式側，仰， ~刊を解くために，次のよ

うに級数展開する。

11-sin (φ/2) rl (x:ι) = A_， (kll) +Ao(ι).f ， sin (φ/2) 

+21Am(ι) sinmφ，X2t(1-mφ) 側

r2(x;ι) =ム(丸)と乎~+Bo(ι) ∞t?

+ ~ Bm(丸)sin mε， 

x=号!_(日osε)+1 

11-cos (θ/2) 2c(X:ι) = C_1 (ι)J y cos (fJ/2) 

+Co(ι)cotJいi:Cm(ι) sin mfJ， 
G "， =1 

x=÷(1+CM) 

(85) 

側

秋田高等研究紀要第33号
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平行笠間に置かれたキャビテーション異に及ぼす側壁境界層による 3次元効薬 (理諭展開)

標点位置の座標 Xiは式(41)，側，附に対して次の式 また空洞後端の、流れモデルとしては，半閉鎖型模型

によ った。 を採用して，

いす[1-吋を(2i-1)}]， (i =以 L) cB_1 (kn) +士川島(ん)+ BI (kn)} 

日す[1-吋合(2i-1)}J.(i =以 M)

制。

Xi =号.L[1-cos {πーか2i-1)}] +1， 

(i = 1，2.…N) 側

標点数は L= 6， M = 3， N = 4とする。

連立積分方程式似1)，側，倒の未知関数rlt rz， Ic 

に，級数制，側，側を代入し，さらに式納，側，側

の椋点を設定することにより，級数の係数を未知数

とする13の数の連立方程式が誘導される。空洞後端

における流れモデルとして次式

すC_1(kn) + co (kn)寸C1(丸)=子d 側

を辿立にして加えると，結局14元連立一次代数方程

式が得られる。未知数は A-lAo Al Az Rl 130 BI Bz 
C-1 Co C1 Cz c;σnの14個である。

5.3 趨空洞

述立積分方程式側，側，側を解くために，特異点

分布を次のような級数に展開する。

r (x ; kn) = Ao (ι))1-sin (φ/2) 
V sin (φ/2) 

+2主'Aんm(伶hι仙n

玄Il(収X;んω)= B叶 (伏hιω~n) + 130 (伶hιn川l一cos(φ/2) 
V cos (0/2) 

+21Bm(ん)sin m8， X =す(1+cosθ) 側

Iz(x;丸)= C-1 (ん)+Co(ん)ω ?

+~ Cm(ι) sin mr， 

X=匂.f_(l+cos ..) + c (93) 

+C-1(ι)(i-c)+←(I-c) 

x{いCo(伏hι仙n
標点の位置と数は次のように与えた。

式(46)に対して翼弦長上6点

X = ~ (1-∞sφ)，φ= ，':， (2i-1)， 2 '4 ---'f' " 'f" - 12 

(i = 1，2，…6) 

式仰に対して空洞上3点

X = ~ (l+cosθ)， Oiド=π一号(ω2iト一υ

式仰)に対して空調上3点

(μi = 1，2，3幻) 

X=う.f..(1+cosτ) +c， 日 πーす(2iー1)，

。。

。司

(98) 

(i = 1，2，3) ~~ 

以上の標点位置を式附，附，側に代入し，式側，側

の条件を加え14元連立一次代数方程式としてこれを

解くことにより，式。1)，側， (93)の級数の係数5，4， 

4倒と σnを求めることができる。

6 .結 言

高速水中翼形の水槽実験に対する水槽の両側壁境

界層の影響を明らかにするために，平行壁聞に置か

れたキャピテーショ ン翼に及ぽすせん断流による 3

次元効果について理論的検討を行った。これにより

具休的な特性表示式の誘導と， これらに基づく特性

値の算出が行われる。

終りに本研究は文部省の科研貨が交付(単名)され

た研究(07650228)の一部として行われたものである。
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