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Generally， it is difficult to have the explicit solutions of nonlinear di妊erentialequations 

exclusive of the particular forms. In the majority of cases treating the practical problems， it 

is not important to find the solutions in a closed form but to know some properties of the 

solutions of出esystems. 

A.M. Liapounoff [1] get the asymptotic properties of solutions from systems directly， by 

constructing a scalar function (so-called “Liapounoff function") satisfying certain conceivable 

conditions. Using出isdirect method， many investigators have been studying stability， boun-

dedness and so on (cf. [8] -[13]). 

J.V. Erhart showed many results about stabitity and boundedness in respect to a system 

of perturbed nonlinear di百erentialequations y' = f(t， y)+g(t， y)， where g(t， y) was perturbed 

turm [2]. And， F.M. Dannan and S. Elaydi introduced the notion of Lipschitz stability， and 

published many results about them [3]， [4]. 

M. Kudo [5] introduced the notion of uniformly Lipschitz-like stability and get some 

results about the estimate for the perturbations of nonlinear perturbed systems by comparing 

to a scalar equation. 

ln this paper， we describe that Liapouno任functionconstructed by J.V. Erhart [2] is useful 

to the estimate for the perturbations of nonlinear perturbed systems. 
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果を発表している。

また F.M.DannanとS.Elaydiは[3J，[4Jで，

リプシッツ安定の概念を導入し，これについていろ

いろな結果を得ている。

M. Kudo は[5 Jで類似一様リプシッツ安定

(ULLSと略)を定義し，非線形常微分方程式 (撹

乱)系をあるスカラー方程式と比較することにより，

撹乱項g(t，x)の評価を行った。

我々は[6 ]で部分一様リプシッツ安定という新し

い概念を導入した。 1)ヤプノフ関数を用いる方法に

より，あるスカラー微分方程式の零解がニの性質を

持っているときに，その性質がベクトル方程式の零

解の一部分にも保存されるということを示した。

この論文において，我々は J.V.Erhartの構成し

たリヤプノフ関数の中に ULLSの議論に有効でレあ

る関数を見い出したので，それを用いて撹乱項を評

はじめに

特定の形のものを除いて，非線形常微分方程式の

解を求めることは，極めて困難である。しかしなが

ら，実際問題としては，具体的な解が求まらなくて

も，その解の有する性質が何らかのかたちで示され

ればそれで十分であるという場合が多い。

A.M. Liapouno任[1 ]は，ある性質を持つ関数(リ

ヤプノフ関数という)を構成することにより，微分

方程式そのものから直接に，解の漸近的性質を導き

出した。その後，多くの研究者が，ニの方法で微分

方程式の解の安定性や有界性等について論文を発表

している([8 J-[13]を参照)。

J.V. Erhartは[2Jで正規形一階常微分方程式系

x' = f(t， x)に対して，撹乱項g(t，x)をもっ系x'=

f(t， x) +g(t， x)の安定性，有界性について多くの結
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2.記号 ・定襲等

R"をn次元ユークリッド空間， R+ = [0，∞)と

し，また，ある正の実数toに対して，区間[to，∞)を

Iで表すものとする。IxR"で定義きれ.R"に値をと

る連続関数f(t， x)， (以下これを f(t，x) EC(IxR"， 

Rn)で表す)，に対して，常微分方程式系

x' = f(t， x)， x(to) = Xo (1) 

を考える。ここで， (1)は零解x=oを持つ，即ち，

f(t，O) == 0が成り立つものとする。(to，xo)を通る(1)

の解を x(t， to， xo)で表す。

次に，撹乱項がg(t，x)εC(IxRn， Rn)であるよ

うな(1)の撹乱系を

y' = f(t， y) +g(t. y)， y(to) = Yo (2) 

とする。ここで， (2)は零解y=Oを持つ，即ち，

g(t， 0) =0が成り立つものとする。

Rnのユークリ ッドノルムを 11・11で表す。

[定義 1] 微分方程式系(1)の零解 x=Oが安定で

あるとは

Vε>0， 'v'toERヘヨδ=δ(ε，to)>0 : 

'v' Xo E B" 'v' t孟to. IIx(t. to， xo) 11 <ε 

なることをいう。

ここに， B， = {x E Rn: IIxll < o}である。

[定義 2] 微分方程式系(1)の零解x=Oが吸収的

であるとは

'v'to E R+，ヨo= o(to) > 0， 'v' e > 0， 
'v' Xo E B" 'v' x (・， to，xo)， 

ヨT= T(to，ε. xo， x(・， to， xo)) : 

'v't孟 to+T，Ilx(t，to，xo)lI<ε 

なることをいう。

[定義 3] 微分方程式系(1)の零解x=Oが漸近安

定であるとは[定義1]と[定義2]がともに成り立つ

-
aft・

ことをいう。

[定義 4] 微分方程式系(1)の零解x=oが一様リ

プシッツ安定であるとは

Vε> O. 'v'toεRヘヨo= o(ε) > 0， 

ヨM > 0 : 'v' Xo E B" 'v' t孟 to，

11 x (t. to. xo) 11孟 Mllxoll

なることをいう。

[定義5J 微分方程式系(1)の零解x=Oが類似一

様リプシッツ安定であるとは

Vε >0， 'v'toERヘ
ヨo=δ(ε)> 0， 

ヨφ(r)> 0 : 'v' Xo E B" 'v' t孟 to，

平成9年 2月

11 x (t， to， xo) 11孟 φ(11Xo 11) 

なることをいう。ここに， φ(r)εC(R七R+)は単調

増加関数である。

[例] スカラー微分方程式du/dt= u/(e+ 1)， 

u(to) = Uoの解は u(t， to， uo) < Uo exp (π/2)を満

たすので一様リプシッツ安定である。

また，スカラー微分方程式du/dt=ザl?/(e+1).
u(to) = Uoの解は u(t， to， uo) < (拓0+π/6)3を満

たすので類似一様 1)プシッツ安定である。

[定義 6] 関数V(t， x)εC(R+xRn， R+)に対し

て， V'(t，x)とV'(l)(t， x)とを，夫々

V'(t， x) = limsup{V(t+h， x(t+h)) 

-V(t，x(t))}/h， 

V'(I) (t， x) = limsup{V (t+h， x+hf(t+h)) 
-V(t，x(t))}/h 

で定義する。

ここに， limsupはh→ +0のときの上極限であ

る。

V(t， x)がxに関して局所リプシッツ条件を満た

す場合には， V'(t，x) = Vい(t，x)であること，ま

た， V(t，x):が連続な第1次偏導関数をもっ場合に

は， Bt =δ/δt， dx =θ/δx，“・"を内積の記号と

して，

V'(I) (t， x) = Bt V + dx V .f(t， x) 

の成り立つことが知られている[6]。

3 .既に得られている結果

[定理 1 (J.V. Erhart [1 J)] 

区間[0，∞)での積分が∞に発散する関数v(t)ε

C(R+， R+)と正の数 ηとが存在し，任意の (t，x)ε 

R+x{x: IIx-xolI<η}に対して IIf(t，x)11孟 v(t) 

が成り立っており，以下の条件を満たすリヤプノフ

関数が存在するものと仮定する。

( i ) 任意の tεR+に対して V(t，O)= 0， 

(ii) ある L>Oがあって，任意の tεR+と任

意の X.. X2 E S(B)に対して，

IV(t， xl) -V(t， X2) 1孟 Lllxl-X211，

(iii) (t，x)εR+xS(B)一{O}に対して

V'(I) (t， x)孟ーIIf(t.x) 11 

さらに，区間[0，∞)における積分が有限であるよう

なR+での正値関数λ(t)が存在するならば， (2)の零

解は漸近安定である。

[定理2 (F.M. Dannan & S. Elaydi [3]] 

(1)の零解が一様リプシッツ安定であるものとし，

そのリプシッツ定数を M とする。
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各 tER+を固定したときに，変数uに関して単 4.今回得られた結果

調非減少であるような関数r(t，u) E C(IXRヘR+)

が存在して，

Ilg(t， y) 1I:i r(t， lIylD 

が成り立つものとする。このとき，スカラー方程式

u' = Mr(t， u)， u(to) = Uo孟O

の零解が一様 1)プシッツ安定ならば， (2)の零解もま

た一様リプシッツ安定となる。

{定理3 (M. Kudo [5])] 

( i) V (t， x)はxについて局所リプシッツ条件

を満たし， V(t，O) = 0， 

( u ) a (t， 11 x 11)孟 V(t， x) 

(iu) V'(l) (t， x)孟r(t，V(t，x))

を満たす関数a(t， s)εC(R+XRヘR+)，V(t，x)ε 

C(IXRn， R+)及 びr(t， u)εC(IXRヘRつが存志

するものとする。ここに関数a(t， s)は一方の変数を

固定すると，他方の変数について単調に増加するも

のである。

このとき，スカラー微分方程式 u'=r(t，u)，

u (to) = Uoの零解が性質ULLSをもてば， (1)の容解

も性質 ULLSを持つ。

{定理4 (M. Kudo [5 J) ] 
( i) V (t， x)はxについて局所リプシッツ条件

を満たし(リプシッツ定数を L)，V(t，O) = 0， 

(ii) a(t，lIxll>孟 V(t， x) 

(iii) V'(l)(t，x)孟O

を満たす関数 a(t，s)E C(R+xRぺR+)，V(t，x)E 

C(IxRn， R+)及 びr(t， u)εC(IxRぺR+)が存在

するものとする。ここに関数 a(t， s)は一方の変数を

固定すると，他方の変数について単調に増加するも

のである。

このとき，スカラー微分方程式u'= Lr(t， u)， 

u (to) = Uoの零解が性質 ULLSをもてば，

IIg(t， y) 11壬r(t，V (t， y)) 

を満たすような撹乱g(t，y)に対して撹乱系(2)の零

解も性質 ULLSを持つ。

上の後3つの定理の証明には次の比較定理が用いら

れている。

【定理 5(V. Lakshmikantham & Leela [7])] 

Fの連結開集合0上で連続な関数r(t，u)に対し

て，スカラー微分方程式u'= r(t， u)のu(匂)= Uo 

を満たす最大解が区間 J= [α，β]で存在するもの

とする。 m(to)孟 Uoの成り立つ連続関数m(t)が

m' (t)孟 r(t，m(t))を満たすときa 区間Jでは，

m(t) :i u(t)が成り立つ。

以上の各定理の証明は各文献を参照のこと。

[定理6]

次の条件を満たす関数V(t，x) E C(IxRn， R+) 

が存在するものと仮定する。

( i) V (t， x) > 0 (x本 0)，V (t， 0) = 0， 

(u) V (t， x)はxについて局所リプシッツ条件

を満たし， リプシッツ定数がL，

(iii) V日1)(t， x) ;孟一lIf(t，x)11.
このとき， 1で定義されたある関数λ(t)に対してス

カラー微分方程式

u' = (1 +L)λ(t) u， u (to) = Uo (3) 

の零解が性質 ULLSを持てば，

IIg(t， y) 11孟 λ(t)11 y 11 

を満たす撹乱g(t，y)に対して， (2)の零解も性質

ULLSを持つ。

〈証明> y(t) = y(t， to， Yo)をy(to)=y。となる

ような(2)の解とする。

以下においては limsupはh→ +0の上極限とす

る。

V'(2) (t， y (t)) 

= limsup (1/h) {V (t+ h， y (t) + h[f (t， Y (t)) 

+ g (t， Y (t) ) ]) -V (t， Y (t) ) } 

= limsup (1/h){V (t+h， y(t) +h[f(t， y(t)) 

+g(t， y(t))]) -V (t+h， y (t) 

+hf(t， y(t)) 

+ V (t+h， y(t) +hf(t， y(t)) 

-V(t，y(t))} 

条件(ii )より

limsup(l/h){V(t+h， y(t) +h[f(t， y(t)) 

十g(t， Y (t) ) J) -V (t + h， y (t) + hf (t， Y (t) ) } 

孟 LlIg(t，y(t))11. 

故に，

V'(2) (t， y (t))孟 LlIg(t，y(t)) 11 
+ V'(I) (t， y (t)) 

したがって(iii)より，

V'(2) (t， y(t))孟LlIg(t，y(t)) 1I-IIf(t， y) 11 

壬LlIg(t，y(t)) 1I-lIy'(t) 11 

+ Ilg(t， y(t)) 11 (4) 

いま， W(t， y) = V(t， y) + lIyllとおくと，

条件(ii)より V(to， Yo)壬LIIYolIが成り立つので

W (to， Yo) 壬V(to，Yo) + IIYolI 

話 (L+l)IIYolI 
i.e. W(to，yo)孟 (L+1)IIYoll (5) 

が得られる。

きて， (3)の零解が性質 ULLSを持つので，

秋図高等研究紀要第32号
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ヨd>0， Uo < d吟 U(t， to， uo)壬 φ(uo)

を満たすような単調増加関数 φ(r)が存在する。

ここに， u (t， to， uo)はu(to)=uoとなる(3)の解であ

る。

W (to， Yo) = Uoとおき， d/(L+l) =ごとすると，

IIYoll孟 ξであるような任意の Yoに対して， (5)より

Uo = W(お， Yo)孟 (L+1) 11 Yo 11 

< (L+l)ξ=d  

i.e. Uo < d. 
したがって， u (t， to， uo)孟 φ(uo)

となる。

次に(4)を用いると，

W'(2) (t， y (t)) = Vい(t，y(t)) + Ily(t) 11' 

< LlIg(t， y(t)) 11ーlIy'(t) 11 

+ IIg(t， y(t)) 11 

+ lIy(t) 11' 

孟 (L+1) IIg(t， y(t)) 11 

すなわち，

W'(2J (t， Y (t))孟 (L+l)IIg(t， y(t)) 11 

が得られるので， IIg(t， y) 11孟 λ(t)11 y 11のとき，

W'(2J (t， y (t))孟 (L+l)λ(t)lIy(t)11

すなわち，

= (L+l)λ(t) {W (t， y (t)) 

-V (t， y (t)) } 

三五 (L+l)λ(t)W(t， y(t)) 

W'ω(t，y(t))孟 (L+l)λ(t)W (t， y(t)) 

(6) 

が成り立つ。この関係式と(3)から， W(to， Yo) = Uoを

考思して，比較定理を用いると，

W(t，y(t)) ;亘 u(t， to， uo) (7) 

が得られる。 V(t， y (t)) > 0より

11 y(t) 11 = W(t， y(t)) -V (t， y(t)) 

< W(t， y(t)) 

であるので， (6)， (7)とφの単調増加性から，

lIy(t) 11 < W(t， y(t)) < u(t， to， uo) 

三三 φ(uo) = φ(W (to， Yo)) 

孟 φ((L+l)IIYolD 

11 y(t) 11 <φ((L+l) IIYoll) 

φ((L+l) IIYolD =φ(11 Yo 11) とおくと， φ(r)は

単調に増加する連続関数である。

したがって， ξ>0が存在し， IIYolI <ξであるよ

うな任意の Yoに対して， (2)の解y(t，匂， Yo)が

lIy(t， to， Yo) 11 <φ(IIYoID 

となり，結局， (2)の零解が性質 ULLSを持つことが

言えた。 (Q.E.D)

例えば， t> 0において微分方程式

ど=-x/ (t+ 1)， x (to) = Xo (8) 

平成9年 2月

すなわち f(t，x) = -x/(t+l)の場合について考え

ると， リアプノフ関数[2]として

V(t， x) = IIxll 

を採用すると，この関数はリプシッツ定数 1で局所

リプシッツ条件を満たし，さらに， Dl = d/ dt， Dx = 

d/dxとして

V'ω(t，x) = Ddlxll= Dxllxll-Dlx 

=ーIIxll/(t+l)=ーIIf(t，x) 11 

すなわち， Vい(t，x)豆一 IIf(t，x) 11 

が成り立つので，定理6のVにかんする条件(i )， 

(ii)， (iu)のすべてを満たしている。そこで，スカ

ラー方程式として

u' = (1 + L) u/ (1十t2) (9) 

すなわち， λ(t)= 1/ (1 +t2)のときを考えると，

u(ら)= Uoを満たす(9)の解は

u (t， to， uo) 

= Uo・exp{(L+ 1) (Tan-1t-Tan-1to) } 

であるから，

u (t， to， uo) < Uo・exp{(L+l)π/2} 

が示きれる。この右辺Uo・exp{(L+ 1)π/2}を

φ(uo)で表すならば， φは連続な単調増加関数であ

り，

u (t， to， uo) <φ(Uo) 

であるから， (9)の零解は性質 ULLSを持つ。

したがって，定理 6から，微分方程式(7)に撹乱

g(t， y)あったとしても，それが

IIg(t， y) 11孟11yll / (1 +t2) 

の範囲内にある場合には，微分方程式

y' = -y/ (t+ 1) +g(t， y) 

の零解は性質 ULLSを持つことになる。
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