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1. -* I・
2変数のl嶋数z= f(x， y)の極他を考えるには.こ
れを 2次曲面

f(x+h， y+k) = f{x，y)+ 。lDx+ kDy)f(x， y)+ 1/2(hD匁+kDy)af(x，y)+… 
で近似し，

fx{a， b) = 0， fy(a， b) = 0 
なる点 (a，b)で， 2次形式

(hDx + kD)')2f(x， y) 

の符号を調べる。正定符号ならばf(a，b)は極小催

で..A定符号ならば極大値である。すなわち. 2次

形式を定義する行列の行列式の俄が正なるとき.

ら(a.b) > 0ならばf(x，y)は(a，b)で極小，
fxx(a， b)くOならばf(x，y)は(a，b)で極大であ

る。これをグラフの上で考えると，接平面がxy平面

に平行となる幽蕗上の点で，曲面カマ下に凸ならば極

小で.上に凸ならば極大であることがわかる.

一方

条f牛:g(x， y) = 0 
のもとで.z = f(x， y)の極値を求めるには，ラグラ
ンジュの乗数法によれば，

F(x， y，λ) = f(x， y)一λg(x，y) 
の極他問題を考えることになる。したがって，

(日gx= 0 
f，.ーλg)'= 0 
から

λ= f./g. = f)'/g)' 
したがって

fx/fy = gx/gy 
すなわち. 2つの陰関数表示の蜘線

f(x， y) = c， g(x， y) = 0 
の接線が一致する点が極健を与える候補点、である。

例えば.条件 X2+y2= 1のもとで，z= xyの極値
を与える点の候繍点は
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(1/1玄.-1/1す)， (- 1/1す~1/1わ ，(1/1玄，1/1わ，
(-111す，ー1/1す)の4点である。
これらの点でf(x，y) = xyが実際に筏他をとるこ
とを機かめるには，これら 4点で曲面z= xyの等
高線が単位円に按することを知ればよい.その結来

zは'(1/1す，1/1τ)， (-1/1す，ー11/玄〕で極大値
1/2を，(111す，-1/1訂，(-1/1す~ 1/1す)で編小
値一112をとることが分かる.図 1は領娘一2孟x，

y~五 2 で曲面の等高線を z= c = -0.75-0.75， ;t1J 
み0.25て稲いたものである.

また例えば，条件xy= 1のもとでが+y2の極{砲
を与える点は.曲面z= X2+y2の等高線がi1i角双曲
線xy= 1と接する点である。そして，その点は
(1， 1)ならぴに(ー 1，-1)で，極小他は2で

ある。図 2はー2謡 x， y孟 2において， z = 
1.00-3.50， ~Jみ0.5で等高線を鎗いたものである.

しかし等高線の図で考えるのは直接的とはいえ

ない.よりE主観的に考えるには， xy平面上の幽線

図 1
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g(x. y) = 0の上部にあって，曲商z= f(x. y)上の最
高点と最低点を探せばよい。すなわち柱商g(x. y) 

=0と曲斑z= f(x. y)との交線を描いてやればよ

い.アルゴリズムは次のようになるであろう.

(1) 曲面z= f(x. y)のグラフを箔〈。
(2) 陰関数表示g(x.y) = 0から媒介変数表示
x = x(t)， y = y(t) (tmin孟t孟tmax)
に書き換え，幽線

x = x(t). y = y(t). z = f(x(t). y(t)) (回世n=五 t~五

tmax)を描<. 

図3は第 3象限の方向から見て曲面z= X2+y2 

国3

箇4

を-2孟 x，y壬2の範図て鳴いたもので，図4は曲

面z= xyを-1孟X.Y孟1の範囲て・8= 0.35払

φ= 1.3πの方向から見た図である.

2.幽面の表示方法

3次元空間内にある物体を 2次元平函上に表現す

る手法には，透視図法と投影図法の2つがある。前

者は視点、が物体から有限の距荷量にあり，後者は視点

を物体から無限速の位置に遣し物体から有限の位

置に視点を置いた透視図法lま写実的であり，視点を

無限速の位置に置く投影図は何か不自然な感じを与

える.すなわち.透視図法で摘かれた図には遠近感

があり，投影図法では平行線は平行線のままに描か

れ，遠近感を持たせることはできない.しかし，物

体のすべての部分を正確に描写する とすれば投影図

法のほうに分がある。ここでは.投影図の手法を用

いることとする。

投影とは物体に平行光線を当てて影を作ることで

ある.最多を映す面，すなわち投影面を光線に垂直に

置いた場合正射最多という。

物体があればそれをいろいろな方向から見たり織

いたりしたい。そのために視線を移動して考える。

視線のY輸.z納の回りの回転角をそれぞれ8.φ
とすると，空間内の点、P(x，y. z)の投最多面上への正

射影Q(u.v)は

(u=寸 in(φ)x+cos(φ)y
v=ーcos(8)cos(φ)x-cos(8)sin(φ)y+sin(8)z

で霊長される九ここに，視線の逆方向ベクトル

(a. b， c)はそれを極座標で表すと
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条件っき極催問題のグラフ的解告を

(sin(8)cos(φ)， sin(8)sin(φ)， cos(θ)) 

で与えられる.

描くべき曲面上の点P(x，y， z)は上の変換式によ

って投影面上の点Q(u，v)に写る.幽面を描くには，

描こうとする幽面上に何本かの幽線を描くことによ

って曲面を表現する.また幽線を描くには，曲線上

の点を順次線分で結んで.~!Jられる折れ線でもって幽

線を近似的に絡しこの折れ線の変換像を投影面上

に錨いて曲線を表現することになる.

したがって.幽面z=f(x，y)のグラフを描くには.

曲面を媒介変数表示

仁川y = y(u， v) 
z = f(x(u， v)， y(u， v)) 

に書き換え.u幽線， v曲線の像を投影面上に描画す

ればよい。

また，往面g(x，y) = 0と曲面z= f(x， y)との交
線を描くには，平爾幽線g(x，y) = 0を媒介変数表示
(x=x令

) y=y以(t)

に書き換え，空悶幽線

(仁x戸=x刈(αt
y=y以(t)) 

z = f(x(t)， y(t)) 

の像を投影面上に錨函する.

物体が不透明な材質でできていれば.向こう側の

線iま陰に隠れて見えない.見えない線を翁かない，

すなわち，隠線消去の方法には最大・最小法と呼ば

れる方法もあるが，ここでは.幽面の法線と視線と

の内積の値によって隠線処理を行うこととする.

締同商のような閉曲面の場合，平尾線の逆方向ベク

トルと曲面の外法線ベクトルとの内械が負ならばそ

の点は見えないが，非~ならば見える位置にある。

しかし，双曲面のように閉幽商でない場合，曲面の

裏側の点で内積が~のとき，それは視線の逆方向ベ

クトルと内法線ベクトルとの内積が正であることを

示し，裏面のこの点は見える位置にある。

媒介変数表示の幽商にわ)
y = y(u， v) 

z = z(u， v) 

の法線ベクトルは (xu， yu， zu) x (xv， yv， zv) 

である.また，陽関数表示の幽薗

z = f(x， y) 
の場合，これを媒介変数表示
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(x=u  
y=v 

z = f(u， v) 
に書き直して考えれば，その法線ベクトルiま

(1， 0， fx) x (0， 1， fy) = (-f.， -fy， 1) 

で与えられることが分かる.これと続線の逆方向ベ

クトル

(sID(8)cos(φ)， sin(8)sin(φ)， cos(8)) 

との内積の値で点が見えるか見えないかを判断す

る。

図5は曲面z= xZ_y2を-1孟 X，y:五lの範囲

で8= 0.3π，φ= 1.3'1'の方向から見た隠線処理な

図5

図S
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しの図で，図6はこれに隠線処理を施した図である。

図からが+y2= 1なる条件のもとでz= X2_y2 
の極値11x = 0， y = :f: 1で極小値z=ー1を，
x=土1，y = 0で極大値z= 1をとることが分か
る。しかし，この問題はラグランジュの乗数法では

うまく解けない.条件式から一方の変数を他方の変

数て・表現し，それを目的関数の式に代入して， 1変

数の極イ直問題として解かなければならない.

3.結愉

ラグランジA の乗数法を使うだけでは.極f庖を与

.r;1 

れ，条件付き徳依問題に対し:有効な手段となる。

しかし曲面の投影図あるいは透線図だけでは.

極大か極小かは分かつても，極{直を与える点の正雄

な位置2は分からない。そこで，等路線図を併用する

なら，その正確な位訟を知ることができる。しかし.

その座標はとなると，図からその正確な債を読みと

ることはできない.最終的には乗数法における連立

方程式の解を数値的に解かざるをえない。

こうして，S(記号，すなわち数式)， G (グラフィ

ックス)， N (数値)の三位一体の手法が不可欠とな

る。

える候補点がわかるだけで，それが極大なのかある 参考文献

いは極小なのかは，別に何らかの情報が与えられな

い限り分からない。 1)熔正倫:I鈎蘭のCG入門サイエンス社
コンビュータのグラフィ ックス機能を用いて，曲 1992年

面をグラフィ ック表現できれば直観的な情報が得ら
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