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2点境界値問題の数値解法

卓
士
口 村

§1 序

常微分方程式の数値解法の要領は変域を小区間に分割

して初期状態からわずかに離れたところの状態を求め，

またこの状態をもとにしてその次の状態を求めるという

方法で逐次に計算してゆくことである。ところで，初期

値問題にあっては微分方程式の解を決めるに必要なだけ

の初期条件がすべて与えられているから， このような方

法で数値的に解ける。しかるに， 2点境界値問題の場合

には一端から逐次に解を組立ててゆこうとしてもその一

端における初期値のすべては与えられていないから，初

期値を適当に仮定して逐次に数値計算を行なってぶて，

それが他端の条件を満足しなければ最初の端にかえって

やりなおすといった試行錯誤的な方法によらざるを得な

い。もっとも，与えられた微分方程式が線形で

y"+p(x)y'+q(x)y=f(x) (1)

境界条件が

y(a)=y y(b)=y
aD b

であれば，重ね合わせの原理が利用できて

u(x),v(x) をそれぞれ

u"+puﾉ+qu=f

“(塾)=連｡ ｡,(亀)=。 ｝
v"+pvﾉ+qv=0

1v(a)=0,v'(a)=1

の解であるとすると

y(x)=u(x)+cv(x)

は任意のcに対して(1)とy(a)=y を満足している。
a

したがってcを

u(b)+cv(b)=y
b

を満足するように定めれば解が求まる。かくしてこの場

合には2つの初期値問題を解くことになる。

以下では， これとは異なった2点境界値問題の数値解

法について考えて象よう。

§2徴分方程式を積分方程式に変換して解く方法

積分方程式を利用すると，積分方程式は両端の条件を

含んでいるから，試行錯誤的な方法によって解を求める

必要がない。

まず7 n階常微分方程式

（､） （n－1）

a(x)y+a (x)y +…+a(x)y=f(x)
n n－1 0

を初期条件

（1） （n－1，

y ， y ，…， y
O O O

を与えて解くことを考える。

いま

（､）

y=x

とおいて，次々に積分してゆけば

y("-"=J;X(t)dt+y
（n－1）

o

X X

y"-2)=J｡ 1｡X(t)dtdx+t"-'l<+y;｡-"
（n－1） （n－2）

=1:X(t)dtl:dx+y; ×+yo
（n－1） （n－2）

=1:(x-t)X(t)dt+y; ×+yb
同様にして

（n－1）

，…-I:琴三振①"+::=,)〆‘半…

(2)

（n－r＋1） （n－r）

+y x+y
O O

となる。これらを(2)に入れて整理すると積分方程式

a｡(x)X(x)_J:K(x,#)X(t)dt=F(x)
となる。ただし

r－1

K(x,t)=_&& (x)g=Ri
xacun_r､~(r-1)!

(3)

（n－1）

F(x)=f(x)-y a (x)
0 ，－1

（n－1） （n－2）

-(y X+yj )a (x)－…
0 ，－2

1 ‘膳,蕊｡雲'+護’1 ≦｡塾+-+,｡〔。o

かくてa(x)がxの考えている区間で0になることがな
、

ければボルテラ型第2種積分方程式になる。X(x)が求ま
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としてy(x)を求めることができる。

代表座標点として区間〔0， 1〕を2n=10等分し，定積

分の計算にシンプソン則を採用して得られる連立方程式

をガウス・ザイデル法によって数値計算した結果は次の

通りである。ただし，収束判定用の誤差限界をe=10-5

とした。

y(0. 1)=0.0149

y(0.2)=0.0287

y(0.3)=0.0413

y(0.4)=0.0504

y(0.5)=0.0573

y(0.6)=0.0582

y(0.7)=0.0555

y(0.8)=0.0442

y(0.9)=0.0279

§3ダイナミ･ソク・ブログミング法による解法

微分方程式

&(p(x)y')-q(x)y-f(x)=0,
y(x)=y y(x)=y
O p， 1 1

につい考える。この方程式は汎函数

X

1

J(y)=J (p(x)y'"+q(x)y'+2f(x)y)dX,
2

』(y)=J (p(x)y'+q(x)y+2f(x)y)dX，
X

O

y(x)=y, y(x)=y
O O 1 1

の極値を求める変分問題の必要条件として出てくるオイ

ラーの方程式である。

ここで，少し一般化して，汎函数

JN-)":-"'③雲c (7)
の極値を求める変分問題に対するダイナミック・プログ

ラミング(D・P.と略称）による解法について考えよう。

連続幽数y(x)の代りに離散変数a=Mh,(M+1)h,…，

Nh=bなる各点でのy(x)の値の承を考える。

ゞこにh:=吉三誌とする｡汎函数(7)の極値を求める代
りに，有限の和

N－1

Mf(y)=iRF(x!,y!,zi)h, JI+,=yi+zih, JR4=｡
の極値を求める。ここにx=ih, y=y(x)

i i

z=z(x)である。この右辺でyに関係する項はi項と
i i

(i－1)項である。すなわち

れぱ解y(x)は次のようになる。
X n－1 （n－1）

〆臘)-I,S' 、伽+fD!雲一
（1）

＋…+yx+y
O O

つぎに積分方程式

y(x)_"1:K(x,[)y(t)dt=f(x) (F")
の数値解法は，積分方程式を連立方程式で近似してそれ

を解くことに帰する。

いまX,t平面において適当に

x=x t=t (i, j=1,2,…,n)
i， j

2

なるn個の点をとり （ただしx＝tととる), これらの点
i i

での函数y(x),f(x),K(x,t)

の値を

y(t)=y,f(x)=f,K(X,t_)=K
j- -j i- i i j ij

とする。代表座標点yでとるべき重承をwとすると方程

式(F2)は
n

国（ぅｰｽwK)y=f
j＝1 i・j j ij j i

である。ここで6はクロネッカーの6である。この連立
ij

方程式を解いて, y y …yを求めればよい。
1， 2ッ ， n

例として，次の微分方程式を解いて承よう。

焼剤餅~。
（4）

（5）

y"=x

とおくと， (3)により

y(x)､:(x_t)X(t)dt+y;｡&+y｡，(x)=J:(x一t)X(t)dt+y,x+yo
となるが，境界条件(5)より

（1）

0=1:('-t)X(t)dt+"0
であるから(4)は

X(x)_j;(x_t)X(t)dt+xJ:(,_t)X(t)dt+x=。
（6）

となる。よって(6)はうレドホルム型第2種積分方程式

X(x)_I;K(x,[)X(t)dt=_"
となる。ただし

K(x" .)={毒二|損薑
これを数値計算すれば(4)により

y=X+x
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あると数値計算を簡単にする。というのは' Zに制限が

あると(N-1)段の任意の状態からN段のyに至ること
N

は一般には不可能で, f (c)はyに至ることのできる
N－1 N

状態cに対してのみ決められるからである。同様に

f(c)は(N-1)段の可能なる状態に至ることのでき
N－2

るCに対してのみ決められる。そこで' Zに対する制限

が与えられていないとき, Zのとりうる値の範囲を求め

る方法について考えよう。

汎函数

b

J(y)=I F(x,y,z)dx, :f=z,
a

y(a)=y,y(b)=y （9ク
a b

を極値にするような停留函数y(x)をみいだす変分問題を

考える｡このとき許容画数には基底函数列{・惚(墓)}の線
形結合

n

y=2Ja " (x) (10
n k＝0k k

を考える。式側を式(9)に入れると

J(y)=J(a,a,…, a)
n l 2 ，

となって, a, a,…, aに関する通常の極値問題とな
’ 2 ，

る。よって式(9)を極値にするものは条件式

6J(y) 6J(y)

3丁型一＝0， ………… へ L=0， Oa

l n

鵲

により決まる。そのようなaの値をaと書くと
k k

雛 n 器

y=Za " (x)
n k＝1 k k

をもって変分問題(7)の近似解とみなすことができる。

基底函数系としては

y－y

u' (X)=_b a+y
O
b~a a

"k(x)=(x~a)(x-b)x瞳または秘(x)=sink苓琴）
(k=1, 2,…, )

をとっておけばよい。

このような方法をリッツの方法という。かくしてy(x)
器

の近似解夛(x)が求まったら, dyn==zとしてzの変動し
n

dx

うる範囲が定まる。

例として再び先にあげた微分方程式

y"(x)-y(x)+x=0,y(0)=y(1)=0

の数値解を求めてみよう。これは変分問題

y－y y －y

i~11yi~11 ' h'~')hとF(xi, yi, -吐irL)h
6J(y)

である｡よって8y¥ =0の条件式は
y －y y －y

F,_('f,yi,M/i)h+Fj, (xi,y"鶚-')(-l)h

， 』_“ ゞ､'‘等'一)fh=。+F' (x y

(i=M,M+1,…, N-1)

となる。これは

y -y 4F,

Fy' (xi,J<,ﾕ土;丁-i)--HL=0
となる。よって､→－, h→0とするとオイラーの方程式

F一旦-F,=0
y dy-y

が導ける。

ところで, Jk(y)の極値はk, cおよびhの函数とゑな

される。 hを一定にしておいて， この極値問題を状態変

数c, kを有する多段決定過程の問題とゑなすと，画数

列

f(c)=MinJ(y)
k k

{y}

が得られる。D.P.の最適性の原理を適用して

【k(c)=Min(F(x,@, ., 'gh+f,",(c+zkh)],
Z

k

k=M,M+1,…,N-2 (8)

f (c)=MinF(x c, z )h
N－1 N－1， N－1

Z

N－1

なる漸化函数方程式を得る。

yの値が前以て与えられているときには
N

f (c)は
N－1

f (c)=F(x c, z )h
・N－1 。 N－1， N－1

によって決定される。ここにZ は
N－1

y=c+z h
N N－1

なる関係によって定まる。云いかえれば，状態cから与

えられた状態yに至る条件で決定される。 f (c)の値
N N－1

がこの方法で得られれば，計算は(8)を用いて進められ

る。

このように画数方程式の手法は2点境界値問題を初期

値問題におきかえる。しかも,D・P.の手法はzに制限が
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1

MioJ(y)=MiOI;(y''+y'-2Xy)d%
の停留函数y(x)を求める問題に変換される。

1

極値にすべき汎函数I;(y''+y'-2xy)d=を
N－1 2 2

差分Z(z+y-2xy)hで近似すると， これに対し
i＝0 i i i i

て画数方程式

fk(c)=¥i｡{(z:+c'-2cxI:)h+L"(c+zkh)],k

k

k=0, 1, ･･･,N-2

2 2

f (c)=(z +c-2cX)h
N－1 N－1 N－1

が得られる。ここに

y－c
n

Z ＝＝－－

N-1 h

また， リッツの方法で
k

y=Za(1-x)xまたはy=Zasink7rx
k k k k

として第1近似を求めて承ると, y=&(i-x)%または

y=0.06sin7rxとなる｡これから’=翌に対する制約条件
としてl zl≦0.22を得る。N=10として数値計算の結

果は次の通りである。

y(0.1)=0.015

y(0.2)=0.029

y(0.3)=0.041

y(0.4)=0.051

y(0.5)=0.057

y(0.6)=0.059

y(0.7)=0.055

y(0.8)=0.045

y(0.9)=0.027

参考までにHARP103によるプログラムを次に記す。

#TwoPoINTBouNDARYvALuEPRoBLEM

ARRAYGK(249),GK1(249),Z1(10,249)

YO=0.

YN=0.

N＝10

DELTA=0．1

K＝N

CMIN=-0．144

CMAX=0.101

ZMIN=-0．36

ZMAX=-0．06

C=CMIN

10I=C*1000.+145.

Z=(YN-C)/DELTA

W=(Z1､2+C1､2-FLOATF(K-1)*2)*C

*DELTA)*DELTA

Z1(K,I)=Z

GK1(1)=W

C=C+0．001

1F(C-CMAX)10,10,20

20K=K-1

40CMIN=CMIN+FLOATF(K-1)*0.004

CMAX=CMAX-FLOATF(N-K-2)*0.003

ZMIN=ZMIN+0．04

ZMAX=ZMAX+0．03

C=CMIN

501=C*1000.+145.

SMA=1000.

Z=ZMIN

60J=(Z*DELTA+C)*1000.+145.

W=(Z12+C1､2-ELOATF((K-1)*2)*C

*DELTA)*DELTA+GK1(J)

IF(SMA-W)80,80,70

70SMA=W

V=Z

80Z=Z+0．01

1F(Z-ZMAX)60,60,90

90Z1(K,I)=V

GK(1)=SMA

C=C+0．001

1F(C-CMAX)50,50,100

100DO110I=1,249

110GK1(1)=GK(1)

K=K-1

1F(K) 130,130,40

130K=0

YK=YO

140XK=FLOATF(K)*DELTA

K1=K+1

1=YK*1000.+145.

W=Z1(K1,1)

TYPE230,W,XK,YK

YK=W*DELTA+YK

K=K+1
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IF(K-N) 140,150,150

150TYPE240,YK

STOP

230FORMAT(3E10.3)

240FoRMAT(20xE10.3)

END
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