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橋梁たわみ曲線の考察
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Uptothistime,manybridgeengineersintheworldhavebeenanalizedsteelbridge

deflectioncurves･Wetriedtoanalizethembydrawinggraphicalfiguresasaproblemof

puremathematics, fromainversivestandpoint.Thenwecompareddeflectioncurveswith

approximateparbloliccurvesandcircularcurves,andestablishedsimplifiedformulascon

cerningthiercircularradiuses．

横軸力におけるたわみ曲線の曲率半径を必とおけば

1 Mx
（1）

島一EI

と表わされる。ただしEIは梁の曲げ剛性,Mxは横

軸〃における曲げモーメントである。

曲率半径必は文献D等により

d2y

士書士{燕)：
（2）

本題においてはyinax=10-32程度であるから上式の

叶噺=‘とみなして,かつ符号を考え
d2y Mx （3）
混一＝－面r

これを2回積分するとたわみyが得られる？即ち

y=-JIfdXdx+･1X+C2 （4）

単純支持梁の境界条件は鋤

(ｻﾆ: (#こ:(ず二《 (妾こ《 ‘）
さて，図1のような集中荷重Pにより，曲げモーメ

ントは苑の1次式となるから’ 2回積分することに

1． 本文の趣旨

橋梁のたわみ曲線は単純支持梁に等分布荷重が満

載された場合4次式の曲線となる。たわみ計算は橋

梁たわみ剛性の検証や製作そり設定等の目的で実行

され，その場合勿論対象範囲は橋梁の左端から右端

迄を論ずれば十分である。ただし本稿では発想を逆

転させ，対象を遠く橋梁の外に迄拡大解釈して， 4

次曲線がどんな姿のグラフを描くのか，考究を試み

た。橋工学上は意味を無さないことであるが，世界

中の橋梁技術者が日頃慣れ親しんでいる曲線である

ことを思えば，純粋数学として全貌に取組んでみる

のも一興かと考えた。

次に4次曲線を放物線及び円弧と比較し，三者の

誤差を把握することによって，単純支持梁・連続梁

の曲率半径の近似式設定を試みた。一服の清涼剤と

してささやかな話題を二件提供したい。

2． たわみ曲線の拡大解釈

2 ． 1 集中荷重Pによるたわみ曲線

図1のような単純支持梁に集中荷重Eが載荷され

ると，梁には曲げモーメントが発生し，梁はたわむ。
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＜集中荷重＞

P

↓

線》

図1 pによるたわみ曲線

よりたわみ曲線〃は〃の3次式となる。文献⑳によ

り結果のみを示すと

0≦x≦ay!-*("-b'-x') （6）

｡≦x≦‘脆=Ear{bx(@@-b'-x'Mx-a)'}(61

上式〆 （潟． (潟‘ （7）

となっているから，なめらかな曲線である。

図2 qによるたわみ曲線

（11）式を通常の橋梁の範囲O≦X≦1に捉われ

ず，一mから＋“迄の間に4次曲線がどんな特性を

示すかを解析してみることとする。これが本題でい

う「拡大解釈」である。

（11）式を因数分解すると

Y=竿×(X-1)(X2-X-1) 02
これより4次式の根は

x=0,x=,,x='¥E ',
次に（11）式を微分すると

差=竿('－6翼判x恩)=竿(2x－1)(2鑿'-2x－1)側

2．2 等分布荷重qによるたわみ曲線

図2のような単純支持梁に等分布荷重qが載荷さ

れると曲げモーメント図は苑の2次式となり，たわ

みyは妬の4次式となる。文献9により曲線式は

γ=淵(差)-2(差)圃手(言j｝ （8，
yma工はカ=2/2のとき生じ

5qf4
（9）

ymax=§§堀T

となる。

＜座標変換＞
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2．3 たわみ曲線の座標変換

考察の対象を（8）式の等分布荷重曲線に絞る。

次に解析を容易にするため，次の座標変換を行なう。

y=Y,==X,"=3 ',
この時（8）式は次のように表わされる。

Y='gE(x-2x#x4) ''
これらは図3を参照されたい。梁はO≦力≦2の間

で論じられたものが， これからはO≦X≦1の範囲

に写像される。

が
画

ｑ

趣

５
壬

図3座標変換

この3次式の根を求めると

x= ,x='壱何 個

Xがこれら3点の値をとるとき, Yは極大または極

小となる。

次に曲率は5=10-3程度であるからY"に等しいと考

える。⑭式を更に徴分することにより

等=竿(-伽〃)=竿×(x-1) 002．4 4次曲線の特性解析
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/n 図4 4次曲線の全貌

表1． 4次曲線の特性値

//、

、ノ

図5 4次曲線と放物線の近似

これより曲率半径は

5
伽

ノqz=MF×(x-1)
（16）式より曲率はX=1/2において最大, X=

OとX=1においてゼロとなる。これら一連の極大

極小値，勾配，曲率，曲率半径を計算し，表1にと

りまとめた。これをグラフに描くと図4のようにな

る。なお参考迄に(0, 0) (%, 6) (1 , 0)

の3点を通る近似放物線との関連を図5に示した。

いずれも下記3点を通るものとする。

(;二$ （;二： (ｻﾆ髻′’ 側

3．2 たわみ曲線式

（8）式をあらためて次のように表わす。

恥-竿〈(吾)-2(吾アナ(洲 側

3．3 放物線

JWD=Ax(fx)とおけばx="2においてy②＝万であ
るから

3． たわみ曲線の近似（単純支持梁）

3． 1 近似比較の仕方

全長等分布荷重曲線（8）式と放物線と円弧の三

曲線の近似性を比較する。比較条件として三曲線は

｜
い
ア

’
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従って地=蓋鯰_x2)=4面蝦‘ ア（ ） (× ｝剛
（ｲ）放物線の勾配

(20）式を微分して

等=等〈'-29
（ｳ） 円弧の勾配

(26）式を微分して

(=-x)剖竃アー

胸

剛
3．4 円弧

円の中心座標を(A, B) 曲率半径をRと表わ

せば

(x-A)2+(y③－B)2=R2 伽

一般に3点(X1,Y1)(X2,Y2)(X3,Y3)を通る場合の

解を求めると， これらを剛式に代入して

(X,-A)2+(Y,-B)2=R2@

｝ ⑳(X2-A)2+(Y2-B)2=R2@
(X3-A)2+(Y3-B)2=R2@

上式は①－②及び②－③によりA2とB2が消去され

てA, Bに関する2元連立方程式が得られる。これ

を解くことにより

A-Qia計Yf~Y3(Y,-YJ-"fX計¥="'-Yj
2{",-XJ(Y,-Yj-Ⅸ,-XJ(Y,-Yj}

B-"a"~Y3Ⅸ:4-="ga"-xJ M
2{(Y-Y』ば,瓠J-(Y,-YJ",-XJ}

なおRに関しては上式のA, Bを代入して

血

．
剛一

一

停箒垂/-C-9'

3．6 3曲線の比較

g=4077I,, 6=10cmの場合について数値計算結果を

表2に示す。曲線グラフは3曲線が接近しているた

め省略する。表2を考察してみると

。放物線と円弧は区別できない程接近している。

。放物線と円弧は橋端部において勾配がきつくな

る。縦距の誤差は中間で15％程度に対し，勾配

誤差は端部で25％あるから，近似計算の場合は

橋端の勾配に留意すべきである。

。学生の設計製図等教科においては円弧定規を用

いて曲線を描いても差支えない。

等のことが窺える。

R=ﾍ/(Xj-A)2+(Yi-B)2……(j=1or2or3)"
（23）式に（18）式を代入すると

一i)==A‐{,諾辮雪}鵠砦寺川‘)-す
これはたわみ曲線の対称性からも明らかである。

（24）式に（18）式を代入すると

B-{0~(@/2)=0=¥}(0－』)_(0_j2+0-0)(0-0/2) 4F2z
2{(0-6)(0-I)-(0-0)(0-2/2)} 83

よって円弧の式は

4． 連続梁におけるたわみ曲線の近似

話を具体化するため， 2径間連続梁に等分布荷重

が満載された場合について近似性を論ずる。

(x-=ア寺(殉 )"=R'陛壽垂)=R’ となる。 表2． 3曲線の縦距と勾配比較

x=1/2のとき地=6であるから

R=5+z2-4Z=22=52
86 86

よって（21）式は

閲’

解
２
－
－１’一

帥

２－
６４

２″
）

＋他＋
２

分↑ )． 剛’

となる。故に

停窯/-(x-吾ア
22－452

鯛y③＝
－

－

86

3． 5 3曲線の勾配

（ｱ） たわみ曲線の勾配

(19）式を微分して

鵯=等〈'-6(矛4②｝ 剛
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4． 1 2径間連続梁のたわみ曲線

図6は支剛,+22=Lに等分布荷重強度qが載荷さ

れた場合を示す。連続系のたわみ(1)は支間L単純支

持系のたわみ(2)と中間支点反力XAによる単純支持系

送たわみ(3)の重ね合せによって求められる。

ここに6Am:qによる中間支点Aのたわみ

6AA:弾性係数（単位荷重P=1がA支点位

置に載荷されたときのA支点のたわみ)1

XA :qによる中間支店反力

載荷状態(2)のたわみ曲線は(8)式より

γ(鋤=ff{(f)-2(f).e4} m
また載荷状態(3)のたわみ曲線は(6) (6)'式より

州=謡壽(Lと鎧~X2) (0≦x≦g,)
｜‘"竪刈=為伽(正ルx2)+L(x-a)3}

ちなみにx="Lとおいたときのy(3)とx=(1-α)Lとお

いたときの了を21=22=L/2の場合について求めて

みると

綱副書器"(3-"'） 鯛
とな”3)とX3)は全く左右対称な曲線となることが
わかる。弾性係数aAAは鯛式においてXA=1,"=1/2

を代入することにより

I§
㈱

6AA=魂可
また荷重項6Amは(9)式より

5qlj4
則

6Am=諏面

このとき中間支点Aは変位ゼロであるから

6AAXA=6Amより

x典=謡==qL "
が求められる。これより連続系たわみ曲線は

職'二鶏二腫劃〉 ㈱
として求めることができる。2，＝＆のときの計算結

果は文献，により表3のとおりである。表3は両径間

を8等分割している。例えばカ=0.25L即ちPT,4

に関し

57 qr
(30)式は y=6144EI

（32)式は ，=6霊4害

L｣-L#』」

2径間連線梁のたわみ図6

たわみ影響線(面積値)×,0-副書表3

“
ＩＥ

ｑ

これより恥=y-6=4=05208:×が
が得られ，表3の結果と一致する。

4．2 たわみ曲線近似の試み

まず表3の縦距値をグラフに表わすと図7のよう

になる。たわみ曲線は両径間での負の曲率と中間支

点付近での正の曲率の3個に分れることがわかる。

順次式を求めてみよう。

（ｱ）左径間

PT. 1とPT、 6のたわみがほぼ等しいことに着

眼し，図7の点線で示したごとく支間7／821の単

純支持梁とみなし，最大距はPT、 3またはPT.

4のうち大きな方万,を3.5／82，でとるような放物線
または円弧を近似曲線と考えてみる。 （20）式にお

いて2→7/82，5→万，とおきかえれば近似放物

線地,は

jiz,-¥{7(E)-8(訓 棚
また（26）式も同様にして近似円弧y③1は

談幽筈竺募C
(7/82,)2-4評

ず‐
７
－
陥

一地1 1■■■■■

861
剛

平成元年2月

たわみ

PT

y
たわみ

1 0.24923 9 沼33

2 0.43945 10 4414

3 0.53406 11 11”

4 0.52083 12 0.52083

5 0.41199 13 0.53406

6 0.鯉414 14 0.43945

7 0.07833 15 0.24923

8＝A 0
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bz asCl Csal

4 ルー〕 b

］， ÷〃

図7 2径間連続梁たわみ曲線

として得られる。表3より

31=0.53406xlO-2等 剛
（ｲ） 中間支点付近

支間2,と＆が異なる場合は左右2組の別個の近似曲

線を必要とするが，簡単のため2,＝＆とする。図7
より32はPT、 6またはPT・ 10のたわみ縦距であ

る。たわみ曲線はこのあたりが変曲点となるので，

近似区間はPT. 6～10とする。念のため図7を3

分割して図8に示した。ajbjcjは各近似曲線の始点，

中央点，終点である。

放物線は y=A罐となるが%=a/4において

地12=62となるから A=1652/好となるので

伽一警〆’ ㈹

表，より ‘,言0測州-'等である。
円弧は曲率半径をRとするとき

x2+(yO2-R)2=R2

となり, x=2,/4のときy(32=6であるから

（許半(52-R)2=R2

これよりR=六㈹冊｝

01234567
C1→Xa

F亭フ
y③1

bz

678910

a2＝二一.x

F
y②z

y③2

910111213141516
X

暦ﾐﾆﾆｰにニア1
Cs

竜 y②s

y③3

図8 3個の近似曲線

の計算結果を表4に示す。これより次のことがいえ

る。

・側径間では最大たゆみ値と発生個所の設定に若

干の難はあるが，本法の計算結果は良好な近似

性を示している。

o中間支点付近ではチェックポイントが少なく，

また側径間との変曲点の設定も強引にすぎたの

で, PT、 7と9での誤差が22%と大きい。し

かし現場技術者の目算等には十分活用できるも

のである。

y｡2=(2'"+5;
262 ((‘‘′叢勢 -淫 伽

ここに鋤はやはり ，M州－．帯である。
（ｳ）右径間

左径間をひっくり返して論ずればよい。

5． 近似曲率半径の提示

4．3 数値比較

61＝0.53406

62＝0.2“14

21＝400(6の103倍程度） ｝
近似計算のまとめとして，単純支持梁及び2径間

連続梁に等分布荷重が載荷されたときのたわみ曲

線の近似曲率半径を提示したい。

咽
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現する。けた落ちを防ぐ手段は3通りある。即ち

（1）計算機の有効数字を2倍にする

'2}ﾍ/雨二へ/F琵矛藏吾睾満=滞鯛
を利用する。

'3' 級数展開例えば6-sin6=筈 棚
を利用する

似かよった6とsinOを計算しその差を求めると大幅

なけた落ちを生ずる。そのことと，はじめから脚31

を計算し有効数字の頭から信頼できることとは根本

的な意味の違いがある。学生も技術者もけた落ちに

ついて十分注意を払う必要がある。

本文では（46）式を利用すると（26）式は

’｡=『-堀(吾-告ア 鯛
となる。力／を＝0， 0．1 ， 0．25等を代入すれば，

計算は著しく簡易になる。また（38）式は6→6，，

2→7／8忽，とおいて（48）式を変形すると

y･‘篝了‘一等(壱一孟了 ㈱
これに力／ど＝0， 1／8， 2／8等入すればよい。

（41）式も全く同様にして近似できる。

（1）単純支持梁

近似式はR>6およびを>6を考慮している。

図3の支間を，最大たわみ6の場合（25)'式を利用

して，近似曲率半径Roは次のごとく求められる。

旦
一
帥

一
一

Ｏ

－
Ｒ 卿

連続梁での計算比較

7． 結
毒
胆(2）

図7を参考に支間2，最大たわみ6'の場合の近似

曲率半径R1は(43)式でぞ→7/82,,万→31とお

－ 49好 棚

いてR1=而舂r
（3） 2径間連続梁中間支点付近

等径間2,＝＆に限る。図7を参考に（43）式で

2→1/221 , 6→62とおいて近似値豆は
= " ㈱
R2=5両
以上曲率半径は支間と最大たわみの2個の変数によ

って簡単な近似式となることがわかった。

橋梁たわみ曲線を橋端の外で論ずることは，工学

的には全く無意味であり，無駄なことである。しか

し地球の土木工学を時には宇宙の遠くから眺めて論

ずることが必要などとく，時にはたわみ曲線を純粋

数学のグラフとして遊んでみることも一興と思う。

特に学生の自由研究テーマに適しており，､本文では

各数式を学生向きに少し詳しく解説した。冗長のお

それあらばお詑びしたい。

次にたわみ曲線を放物線や円弧で近似する方法は，

橋梁の製作キャンパーの計算や，設計製図における

作図作業等に利用されている。また現場技術者や日

常会議の席上で， とっさの場合の近似計算としては

精度が十分信頼できると申し上げたい。

最後に昨今のコンピュータ万能時代を迎えるに当

り有効数字のけた落ちについて注意をうながした。

6． 有効数字けた落ちの留意事項提示

円弧の近似式（26） （38） （41）は数式どおりに

計算すると非常に接近した2個の数値(F+el)と

(F－e2)の差を求めることになり，本文の場合有

効数字の上4けたが相殺されるので，結果の信頼性

が望ましくないことになる。通常これを「けた落ち」

と呼んでいる。.このような現象はほぼ直角に近い斜

橋や曲率半径が非常に大きな曲線橋の数値計算に出
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