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曲げを受ける薄肉部材のせん断変形解析

堀 江 保
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MembersunderBending
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1 は じ めに

ﾉ7I=L豊工(の塗+Zbz･7,鯵)"･〃 (2)

はり理論は,Bernoulli-Eulerの曲げ理論に端を発

し，著名な研究者らの業績によって今日の構造工学

発展の基礎となっている。

しかしながら，最近の橋梁構造物等の大型化，軽

量化に伴ない構造材料の高度利用が叫ばれ，従来の

はり理論を改良したより精密なはり理論の必要が生

じてきた。その精密化はり理論を展開する上で欠く

ことのできないものの一つにせん断変形に関する矛

盾の解消があげられる。すなわち古典曲げ理論では

せん断ひずみ零の仮定より出発するが，実際にはせ

ん断応力が生じているのでその分布を応力のつり合

いより求めている。従って変位場を求める段階では

つり合いを満たしてないという矛盾が生じている。

本法の理論体系は，ある仮定されたひずみ場より

変位に関する基礎式を求め， さらに，つり合いを満

たすべくひずみ場を修正する，いわゆる遂次近似法

であるが，著者らは，すでに収束を確認した上，第

二近似のひずみ場を明示した')｡本報告では，そのひ

ずみ場を基に，特に一方向曲げを受ける部材に注目

し，微分方程式を求め数値計算を行なったものであ

る。

ここで用いた座標は,Z軸がはり部材軸方向, S軸

が薄肉断面中心線に沿ってとったものである。一方

外部ひずみエネルギーは

凡=嫁ル奨祠+伽"+pzd･Z~)"F･dZ

＋[工(5"而十醗与)"]言 （3）
で与えられる。上式中,pxd,pyd,pzdは分布外力pd

の苑,y, Z軸方向成分であり, ", 昆泥， どは各々

薄肉断面上任意点のX,y,Z軸方向およびS方向変

位成分である。すなわち第一項の体積積分は，はり

内部の外力によるひずみエネルギー，第二項の面積

積分は，はり端部でのひずみエネルギーを表わして

いる。

ここで，本報告で対象とした曲げ部材について，

一方向曲げのみに注目すると，ひずみ成分は次式で

与えられる')。

‘"=-"千号･By･U'

γ･‘=吾･手･U (4) a,b

また，外力としても苑方向のみを考え，断面形状を

ねじりと連成しない二軸対称に選ぶと，変位成分は

"=z"=-"+=･B,･Us-"
(5) a-c

となる。ここで，〃はcos(s,x)で与えられる方向余

弦である。 (4)式， (5)式を(2)式， (3)式に代入し変分を

求めて(1)式を適用すると，部分積分を実行した後，
次式となる。

"'{(M;+'%)M+(H'-T")M}"

2微分方程式と境界条件式の誘導

はり部材内部の変形を支配する微分方程式と境界

条件式は，内部ひずみエネルギー〃iと外部ひずみエ

ネルギー凡を求め，変分原理に基づいた次式の仮想

仕事の原理を適用して誘導できる。

。"i-dﾉ7b=0 (1)

本法の基本的仮定である断面形不変と，薄肉部材を

対象としている点を考慮すると，ひずみ成分はEZ9

γ3忽のみが残り，従って内部ひずみエネルギーは次式

となる。
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曲げを受ける薄肉部材のせん断変形解析

ぴ〃′＝0 または

胸"-"Ⅳ=-"糸-胸．畿

陶｡("-'"'_"ZJV=_"2糸または

+[(ox-"ｼ)6zJ+(My-Iry)6"'

+(E-H,)w]:=' (6}
ここで，断面力および外力は次式らで定義した。

",=LM" H,=姥･a,dF

T"=""･g･手〃 (7) ｡-‐

，※="x." o※=仁"〃F

〃,=侮蒻〃 凡=応筈･BydF
(8) a-d

(6)式より微分方程式，境界条件式は次式のように求

められる。

", 6"の任意性より

〃y''+px=0

恥"－n=0 (9) a,b

Z=ZおよびZ=易において

M=0 または Qx=脇′

伽'=0 またはMy=My

6U=0 または必=JZ (10a-f

(4)式にフックの法則を適用して応力を求め， (7)式に

代入すると，断面力と変位の関係が次式のように得

られる。

My=-Eみ"''+&KjJ,U'

脇=-&Kyy"''+aERyyU'

n=&DyyU (lDa-c

ここで,&=E/G2,Ehg=E2/G3,また断面諸量は

次式で定義した。

■■■■■■

た'("-伽"-"""=-"'ffr-"'("-')rgg
(10a-f

ここで
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Kｼ2ン
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ノン･Rﾝy

(19a,b

3 数値計算例

(13)式の微分方程式より一般解は次式となる。

"=Cb+c,Z+cZZ2+Cbz3

，念″｡+…舳十"加州 ‘，＋

ここでは(14)式の境界条件式を用いて，つぎの四種類

のはり形式について解いた。

CASE-[A]…･…片持ばり先端に集中荷重P

が作用した場合

6(〃－1）

壼夛←[3(吾)．-(号)塾十一
十塑2雌(2－Z)COSﾉ＠た〃 －m"んだ‘

{〃〃＝二
(た〃)3

}］ 07)a

CASE-[B)…片持ばりに等分布荷重力が

作用した場合

"=詞2≦うｧ[6(号)'-4(ﾗ)，+(吾)‘

＋12髭示） ｛2(吾)_(号)｡｝

＋24綺号） ｛ 」+〃･”"〃COS〃た′

(cos州：－1)-h"･s加州z}1 0wb
CASE-[C]…単純ばり中央に集中荷重pが

作用した場合

"＝48獣［3(号)~4(号)｡+24瀞）
｛〃‐ ‘絲芸美， }] 。≦z≦号

伽C

ルール塾〃 胸=〃"〃

助=工署〃RJD,=〃"F
⑰a－d

(lD式を(9)式, (10式に代入すると変位に関する式が得

られ， さらに,Uを消去すると， 〃に関して次式の

微分方程式，境界条件式が導かれる。

zJw-"2"w=-"鈴 ⑬
Z=Z, Z=Z2において

6〃＝0・ または

〃'皇泌v=-""-"｡g=
昭和54年2月
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作用した場合

[(ﾗ)-2(ﾗ)｡+(号)‘
力24

F3
W

「－1

柑 預
↑

α＝w/h

〃＝二

24EJy

{(ﾃ)‐(ﾗ)2｝
12（〃－1）

＋
＋

(た〃)2

s加ﾉ2"Z+s加〃た("-Z)24（〃－1）
｛(ん2)4 s〃〃た2

ｈ
ｔ
ｖ
Ｊ

１
ｔ

一
一
一
一

α
々
戸

－1}］
β＝tI/t

07)d

断面形状ただし9Z軸は片持ばりでは固定端より，単純ばりで 図－1

表－1 最大たわみに及ぼす影響（矩形断面）

表－2 最大たわみに及ぼす影響(I形断面）

最大たわみに及ぼす影響（箱形断面）表－3
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CASE 古典曲げ理論 TIMOSHENKO COWPER REISSNER 本 法

[A] 4.000(x
P

t ・E
103)

4.0400

(1.00%)

4.0314

(0.78%)

4.0310

(0.78%)

[B] 1.500(><
p・ ’

t ・E
103）

1.5200

(1.33％）

1.5157

(1.05%)

1．5154

(1.03%)

[C] 0.2500(X
P

t ・E
103)

0.2600

(4.00%)

0.2579

(3.14%)

0．2577

(3.08%)

[D] 0.1563(X
p・ ’
一

t ・E
103）

0．1613

(3.20％）

0.1602

(2.51％）

0.1602

(2.51％）

CASE 古典曲げ理論 TIMOSHENKO COWPER REISSNER 本 法

[A] 0.5714(× T与百'03）
0.5981

(4.67％）

0.5988

(4.79％）

0.5990

(4.82％）

[B] 0.2143(×
p・ ’

寿壽-''03)
0．2276

(6.22％）

0.2280

(6.38％）

0.2280

(6.41％）

[C] 0.3571（× Ｅ

Ｐ
・ｔ 102）

0．4238

(18.7％）

0．4255

(19.2％）

0．4258

(19.2％）

[D] 0.2232(x
p・ ’

t ・E
102)

0.2565

(14.9％）
0．2574

(15.3％）

0.2577

(15.5％）

CASE 古典曲げ理論 TIMOSHENKO COWPER REISSNER 本 法

[A] 0.2500(×了睾Lr'03)
0．2667

(6.67％）

0.2692

(7.69％）

0.2532

(1.30%)

0.2698

(7.91％）

[B] 0.9375(×÷岩'0）
1.0208

(8.89％）

1.0336

(10.3%)

0.9531

(1.67％）

1.0348

(10.4%)

[C] 1.5625(× T写百）
1.9792

(26.7％）

2.0428

(30.7%)

1.6403

(4.98％）

2.0489

(31.1%)

[D] 0.9765(x砦岩-）
1.1848

(21.3％）

1.2166

(24.6％）

1.0182

(4.27％）

1.2269

(25.7％）
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は支点よりとった。また，計算には，図－1に示す

矩形, I形，箱形断面を用いた。

表1～3は, [A]～[D]の各々の場合の最大たわ

みを従来のはり理論と比較したものである。その際，

G/E=3/8,"/"=1/10として計算し, I形断

面,箱形断面のα,βは標準的断面形状と考えられる

つぎの値を用いた。

I形断面………α＝1／2 β＝2

箱形断面………α＝3／2 β＝2

図2～5は，箱形断面の形状変化に対するせん断変

形の影響を表わしたもので， 〃Bは従来のはり理論に

よるたわみ,ZJSはせん断変形によるたわみである。ま

た，β＝2として計算した。これらの表および図にお

いて,Timoshenko,Cowper,Reissnerの理論によ

る最大たわみは，各々つぎのようにして求めた。

(Timoshenkoの理論）

Timoshenkoは，たわみに及ぼすせん断変形の影

響として，たわみ曲線の傾斜が近似的に中立軸にお

けるせん断ひずみに等しいと考えた2)。すなわち，中

立軸のせん断ひずみをγと,せん断によるたわみをus

とすれば

血s
(10

γと=ファ

と表わされる。さらに，せん断ひずみを断面内で一

定分布するものと仮定し，次式とおいた。

"sQ
(19)

J'b=W

ここで,Q/Aは平均せん断応力， asはせん断係数

(shear-coefficient)と呼ばれる乗数である。(10式，

(19)式よりdQ/dz=-pを考慮すると，全たわみに

対する微分方程式は次式となる。

α2〃 〃 as力

dz2 EI GA

Timoshenkoの理論によるたわみは，上式を解いて

各々次式のようになる。

[A] "-$(｣+ '") ''"［A] 〃=百一瓦(‘＋ ，器） 帥‘
〃‘ ‘器） ，'‘[B] "=TE('+

〃。 】鶚） ，'‘[C] "= Xr('+-=Z
5〃4

，叫('+菩静’ 伽‘[D] "=

上式中，かっこ内の第二項がせん断変形の影響を表

わしている。せん断係数asは，各々の断面に対しつ

ぎの値となる。

昭和54年2月

3

矩形断面 as＝-ず

I形断面 as=1+2αβ

箱形断面 as=1+M

(Coz"'eγの理論）

Cb叩gγは，せん断応力が断面上で一定分布しな

い点を考慮し， 3次元弾性論を用いてZV"@os"e""o

のせん断係数を厳密に求め，次式の微分方程式を誘

導した3)。

一万一+壷⑯睾
α2〃 〃

＝＝

ぬ2

上式の解は, (10式においてas=1/Kとおいて求

められ,Kは各々の断面に対し文献3)で与えられ

ている。その際，ポアソン比〃=0.3として計算し，

"＝αβ， 〃＝αの関係を用いた。

(Reissnerの理論）

Reissnerは，箱形断面のフランジを横切って軸応

力が放物線分布するものと仮定し，それをフランジ

とウェブの結合部での応力の適合条件，応力および

モーメントのつり合い，最小仕事の原理を用いて求

めた。 4)5)その結果次式の微分方程式と境界条件が導

かれる。

｜
Ⅲ

〃

″〃
｜
彫

十一
Ⅲ

″
一

一
一が

１
｜
〃

｜

〃

“

端部において

〃′ 〃

〃"'＝－"玉了または〃"＝一"－EI
これを解いて次式が得られる。

[A] "=3f[]+3(")4) {"-
‐加吻〃}］ 伽．

[B) "=8¥, [1+8(")+)

{'+ (M)･一〃･加舳′

‘｡s〃〃}] ,Db
l

[C] "="筈, [｣+24篭示L{-¥

‐抑"￥}］

【D) "=言壼筈ｧ['+

伽C

384（〃－1）

{些竿’

5(〃)4

1 1

－1}］
1

伽．
－

cos"(たβ/2)

､ 、

Reissnerの理論による微分方程式と境界条件は，本

ｰ
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法において外荷重としてモーメントをとった場合と

全く同形である。従って(2D式は本法による最大たわ

み式でもあるが， 息と〃の定義式が異なり次式とな

る。

”=‘_‘ﾑ/(‘,） ”=寺停亨1

である。

また，軸応力は(17)式によりOD式を用いて断面力

脇，脇を求め次式より計算した。

α-"(蕊-筈剛筈
一"令一助号舟 伽

一
一

屯
Ｌ
Ｉ

－
」

｝
」

1

1＋1／（3噸）

／
】§HENKL

】弓H K【

／／
/三

/多
／／

／
【)‐5 1－(’

図－2箱形断面の形状変化に対する影響

(CASE-[A])

U、5 1－0

図－3箱形断面の形状変化に対する影響

(CASE-[B])

】hHENKL

ノ 】sHENK（

／

／
／

／
／ ／

j､5 1．［J，5 1－0

箱形断面の形状変化に対する影響

(CASE-[D])

秋田高専研究紀要第14号

図－5図－4箱形断面の形状変化に対する影響

(CASE-[C])
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図－6は,CASE-[C]の荷重作用点での軸応力分

布を示したもので，計算には図中の断面寸法，スパ

ン長，荷重強度を用いた。破線の従来のはり理論に

対し，本法では断面内の応力分布，いわゆるshear

lagを評価できる点が特長である。図-7はCASE

-[C]の場合の軸方向変化を示したもので，縦軸に

従来のはり理論の最大応力（荷重作用位置の応力）

に対する比をとってある。図中には，箱形断面の中

央部および縁端部の値をプロットした。

図－8は,CASE-[A]についてReissnerの理論

1．5

1．0

－745（＋“％）

坤極

､ミ 0．5

0 0．1 0．2 0．3 0．4 0．5 0．6 0．7 0．8 0．9 1．0

Z／ 1

’
図－6軸応力分布(CASE-[C]>

b．

｡ ＝

図－7軸応力の軸方向変化(CASE-[C])

1.5 5

一㎡言了

1．0

3.0

0

2．0

0．5 5

0J O－I o－Z O－3 0－4 0－5 0－6 0－7 U，8 0－9

j､4 0．5 0．6 0

Z／IZ/I '㈹唾/、
7＆

Z
I=狐

図-8 REISSNERの理論との比較

昭和54年2月

図-9 NEGATIVESHEARLAG

色

L d

一Z 1＝30m
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曲げを受ける部材を対象に数値計算を行なったもの

である。微分方程式は，新パラメーターU(=〃'''）

を用いることにより階数が引き下げられ， またその

形がReissnerのものと一致する点が特長である。

本法と種々の理論との比較は，本法の妥当性を確

かめる意味で行なったが,Cowperの値との一致は，

それが3次元弾性論を基にしていることより本法の

はり理論としての有意性を示すものと思われる。

さらに，本法の最大の特長は， はり理論を保持し

たうえで断面内の応力分布を評価できる点で，有効

幅との関わり合いが今後の課題であろうと思われ

る。

最後に，本研究を行なうにあたり，終始御指導頂

いた秋田大学鉱山学部土木工学科稼農知徳教授に心

から感謝の意を表する.次第です。

と本法を比較したものである。図より固定端での影

響は，断面の中央部,縁部とも本法の方が大きいが，

その及ぼす範囲は逆に小さく，せいぜいz/"=0.15

程度までであることが認められる。図－9は,CASE

-[B]の場合について，最大曲げ応力に対する比の

軸方向変化を示したものである。図においてz=2

が0.2付近を境に中央部と縁端部の値が逆転してい

る。これは,NegativeShearLagと呼ばれている

現象6)であり，はり端部の大きな拘束による影響であ

ろうと思われる。

以上の結果を総括すればつぎのいくつかの点が指

摘できる。

（1）矩形断面, I形断面，箱形断面を問わず， ま

たいずれの理論によってもCASE-[C]の場合

の最大たわみに及ぼす影響が最も大きい。

（2） 断面形状，はり形式によっては，せん断によ

るたわみが曲げによるたわみと同程度にまで達

する場合もある。

（3）本法のたわみに及ぼすせん断変形の影響は，

全体を通じてほぼCowperの理論による値と

一致している。

(4) Timoshenkoの理論は，矩形断面, I形断面

に対しては十分適用できるが，幅の広い箱形断

面に対しては不十分である。

（5）本法により，断面内の軸応力分布が求められ，

さらに,NegativeShearLag効果も評価でき

る。

（6）本法によりReissnerの誘導した微分方程式

と同形のものが得られ， また軸応力分布の比較

によって本法はReissnerの理論を改良したも

のであると思われる。
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4 ま と め

本報告は，古典曲げ理論のせん断応力に関する矛

盾を解消したひずみ成分より微分方程式を誘導し，
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