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制 御 系 の 感度設計

〈副ループ極の変動に着目して)

相P 原 昌 輝

The design of Control Systems with Sensitivity 

(In view of the pole variation of minor loop) 

1. まえかき

従来の自動制御系の設計法は， Bode線図，根軌跡，

イγディシャノレ応答等からの特性をもとにして，設計の

3大要素である速応性，減衰特性，定常特性を，指定し

た仕様を満足するように制御要素を決定する設計法であ

りました。しかしながら，実際問題としては，入力の歪

や変化，外乱等を考慮しなければならない。つまり系の

安定性において問題がある訳である。

最近では，対象系の最適化制御を実現するために，色

々研究が行なわれてきているが，対象系を数式によって

完全に表現するには多くの困難がある。そこでそれを打

関する一方法として系のパラメータ変動が系全体にどの

程度の影響を与えるかという方向に視野が移された結

果，パラメータ感度が重要視されてきた。パラメータ感

度とは上に述べたように，対象系のあるパラメータ変動

が系全体に与える変動の割合をいう。このパラメータ感

度が小さい程，系は安定ということになる訳である。従

って安定性に対する影響や負荷変動等によるパラメータ

変動の影響が感度として考えられるようになった。

本研究は，パラメータ変動の比較的影響の大きい対象

系の極をパラメータとし，代表根指定法を採用し，研究

した。また，代表根が系の過渡応答をはじめ，諸特性に

最も大きな影響を及ぼすということから，パラメータ感

度としては，対象系の極の変動に対する代表恨の変動の

割合を用いた。

研究の目的は，系が最適感度を有するように，設計上

実現可能な範囲においての補償回路を求めることにあ

る。そのために対象系としては，サーボ系を取り扱っ

た。また，感度を下げるためには，特に対象系に対する
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並列補償に視点をおき，更に直列補償を施した上で感度

解析をし，各伝達関数の定数と感度との関係を求め，系

が最適感度となる諸定数を決定していくという方法をと

った。また，出力応答は，ディジタル・ンミュレーション

することによって求めた。

その結果，副ループ極の変動を円に抑えることによ

れ感度を 1~2%以下において，実現可能な系を設計

することができ，過渡応答におけるパラメータ変動の影

響もほとんどないことがわかった。

2. 副ループの解析

2-1 ;IJループの重要性

まず副ループの極の変動の解析についてのベる。対象

系を含む副ループ伝達関数を図 2に示す。

縄開1)
H内(5)

図2 副ループ伝達関数

G1(5) 

この感度設計における副ループの必要性は，サーボ系

の極Plの変動を直接代表根に与えないように，一端副

ループの極POl> P02で変動を抑えるためで，感度に関

する補償としてこの副ループは重要である。従って副ル

ープの極の変動をどう抑えるかが問題となる。

本研究においては，対象系の極のパラメータ変動に対

して，高1]ループの極の変動が円の軌跡となるような並列
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補償を考えた。(図3参照〉

その理由として. 1つには，対象系の極の変動によっ

て副ループの極がラ γダムに変動した場合，代表根の変

動状態がとらえにくいので，副ループの極の変動を円の

軌跡とした。また，副ループの極の変動を円の軌跡とし

た場合，副ループの零点目に関し，図3からもわかる

ように，位相のみについて副ループの極の変動を考える

ことができるからである。

L R 
... ・ーーーー同....... 。

図3PI変動による副ループ極の軌跡円

2-2 富IJJ(..-プ極の軌跡円

補償回路〈直列，並列〉を加えた系全体のプロッ Pダ

イヤグラムを図 1に表わす。ここにおいて，対象系に並

図1 主プール伝達関数

列補償を加えた閉ループ部分を副ループと称し，この副

ループについて考えてみる。

対象系(サーボ系〉の伝達関数:Go(S)を次のよう

に表わす。

Go〈S〉-L(2ー 1)
- S (S+PI) 

また，補償回路の伝達関数Ho(S)は，増巾器:ー主L ，
S+P2 

タコメータ:klSで構成し，次のように表わす。

K.P.史
Ho(S) = s訪τ (2-2) 

但し.KIo K2は各々の伝達関数のゲイシ. -PI. -P2 

は極である。副ループの閉ループ伝達関数は次のように

なる。

Go(S) 
1+GoくS)HばS)

GI(S) 

ECI(S+P2) 
S{(S+ Pt) (S+ P2)+K1K2P2} 

(2-3) 

この式は次のように書き換えられ，これを図2に示す。

K1(S+P2) 
GI (S)=-;:;，_ .ー、一-ー、 (2ーの

但し. -POIo -P02は，副ループの伝達関数の極であ

る。

すなわち，サーボ系の極PIの褒動によるこの副ルー

プの極-P仙一P02の変動を円に抑えようとするわけで

ある。そこで (2-3) 式 =(2-4) 式より P01 • P02を

求める。

p P1+P2. 〆4K1K2P2ー(P1-P2)2
01=一-2-一一1 2 

P02 = POI (2ーの
但し. 4 K1K2P2>(PI-P2)2 

次に，パラメータ PIの変動による -POIo -P胞の変

動が円となることを証明する。

(2-5)式から-P01は次のようになる。

- (PI + P2) 
-1'01=----2 

、14KIK.P.ー (P1-P2)2+ j . ---.----.2 

(2ーの
(2-6)式を次のようにおく。

-POI=玄+jy (2ー7)

(2-6). (2ー7)式から X.Yは次のようになる。

玄=-iL土P2)
2 

〆4KIK，P2ー (PI-P2)2
y=  2 

上関係式から P1を消去すると次式が導き出される。

〈玄+P2)2+Y2=K1K2P2 (2-8) 

(2-8)式は，円の方程式である。これを図3に示す。

2-3 代表棋と副ループ極の関係

代表根を一定位置に保つためには，副ループ極がどの

ような変動をすればよいか解析する。

図4に示すように副ノレープの極 -PIO. -P02を次の

ようにおく。

秋田高専研究紀要第11号
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図4 系の代表根と極，零点の関係

-P01 =玄 +jy

P02 = P01 

代表根 Sj= a + jbと考えると，副ループの極-POh

-P02と代表根Sjとの成す角仇01'1次のようになる。

-1b-y 
o=tan E士子

-1b+Y 0= tan-1"":一一一一
玄-a

(2ーの

(2ー10)

ここでパラメータ P1の変動の影響をうける極または零

点は.POh P02だけであることが. (2ーの式より理解

できる。従って. P1の変動による POhP02の変動に対

して. Sjが一定位置(根軌跡上)にあるためには，根

軌跡の角度条件からゆ+0が一定であればよい。

tanO + tantt tan(ゆ+0) L<1llU '_'."Ul'1'1 K 
1 -tanO tantt 

(2-11) 

α→〉式. (2ー 10)式を (2ー11)式へ代入

2 b (x-a) 
K一 (2ー 12)一(x-a)2ー (b2_y2)

(2-12)式より

{x-(a+~)r+y日2(1+古)
(2ー13)

(2ー13)式もまた円の方程式となることがわかる。す

なわち上式を満足する x.yの値の軌跡が円となるので

ある。

さて，サーボ系の極P1の変動による副ループの極の

変動が円の軌跡であることが証明され，今また，代表根

昭和51年2月

を一定位置に保つための副ループの極の変動が同じく円

軌跡となることがわかった。

ここでPlの変動による副ループの極の変動を示す軌跡

円が同時に代表根も通るというように2つの軌跡円を同

一なものとして考え，解析した。

代表根は次のように数式表示される。

Sj=ーらω。+jω。〆了ごTI

/，;0 :減衰定数

ω。:固有振動数

これを (2-8)式に代入し.P2. K2の関係を求めると

K2=.i-cO曲。 +P2)2+ωa(1-/';む
- KtP2 

0ー 14)

となる。 CO.ωO. KI> P1は，設計時指定されるため

K2=f(P2)となり.K2はP2の関数となっている。

3. 主JI-ープの解析

3-1 解析ならびに定数の決定

図1に示したプロック・ダイヤグラムにおける直列補

償要素は速応性，定常特性の向上のために付加するもの

である。図2のGt(S)は，副ループの伝達関数を示す。

K，(S+P2) 
Gt (S) - S (S.+_'p~)' (吉王子孟了 。-1)

また，函 1の払 (S)は，直列補償の伝達関数である。

ka (S+Zt) 
Ht (S) = .-. s+ P: 

図lの閉ループの伝達関数Gc(S)は，

GI(S) Ht(S) 
Gc(S)一一1+Gt(S) Ht(S) 

(3-2) 

亙歪必
S {S2+(Pt + P2) S+ P2 (Pt+ K1K2)} 

+P2) (S+Zt) 
(S+ Pa)+ K1Ka{S2+ (P2+Z1)S+ P2Zt} 

〈テ-3)

。-3)式より，主プールの特性方程式 Gt(S)は，

Gt(S) = S4+ (Pt + Pt+ Pa)Sa 

+ (PtP2+ KtK2P2+ PtPa+ P2Pa 

+ KtKa)S2+ (P1P2PS+ KtK2P2Pa 

+K1KaP2+KtKaZt)S+KtKaP2Zt 

〈チーの

また上式は， 。ーの式と書き換えることができる。

Gt(S)=(S+qt)(S+q2)(S+qa)(S+q心

(3ーの

ただし.-qh -q2. -qs. 一舶は特性根である。 こ
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こにおいて，代表根指定法であるので， 。ーの式の 2

狼は代表根でなければならない。

-ql = Sj = -(0 ω。+j〆T三百ω。

q2=ql (3ーの

(3ーの式. (3-5)式， 。ーの式より次の関係式が

得られる。

(Pl+P2+Pa=2Coω。+q3+q4 (3-7) 

I P1P2+ K1K2P2+ P1P3+ P2Pa+ KIKa 

J=ω吋5+2χ(0似ω0バ(qω3+q4ρ)+qφ3qω4 (σ3一8)〕

l一…一+KIK陥 Ka=ωo(匂q3+qωω4δ)+2(。凶ω0巾qωaqω4 (σ3一9の〕
KIKa♂P2Z1=ωi匂q3q中4 (3一lω

(3一7η〉式より

qa+q4=P1+P2+P3-2(。ω。 (3-11) 

(3-10)式より

KIK.P。ヌ;
qゅ =-zγー (3ー12)

(3-8)式. (3ーの式へ (3ー11)式. (3-12)式を

代入し，それぞれを (3ー13)式. (3-14)式とする。

1. P2ワ， ¥ 
(P1+P2一%ω0)P3+(1ーづILiklks

=ωij+2(0ω。(P1+P2-2(0ω。)-P1P2-K1K2P2 

(3-13) 
(P1P2+ K1K2P2ーωil)P3

I~ . _ 2ιP2Z， ¥ 
+1 P2 + Zlーーこそテム)K1K3、山。，
=ωil(P1+P2-2(0曲。) (3ー14)

(3-13) 式.(3ー14) 式より P3 • KIKaを求める。両

式を書き換えると次のようになる。

e P3 + f KIK3 = g 

Q P3 + m KIK3 = n 

ここにおいて

e = Pl + P2 -2 c。ω。
P_7. 

f = 1ーよヰL
α17. 

(3-15) 

g = 2(0曲。(P1+P2ー 2(0ω。)-P2(P1 + K1K2) 

+ω3 

Q = P2(Pl+K1K2)一山3
?とnP2ヌ;

m=P2+Z1一一ーで--ー
山 o

n=ωO(P1+P2-2C。ω。〉

(3-15)式より

__gQ-en 
Kl K.一一一一一一-J". fQ-em 

P3= -!旦二豆旦-. f.e-em 

(3-16) 

(3-17) 

代表根が指定通りになるには，上式を満足する P3.K3 

〈または KIK3)でなければならない。

4. 感度解析

4-1 パラメータ感度の定義

本研究では，はじめに述べたように，サーボ系のパラ

メータ P1の変動と，それによる過渡応答に及ぼす影響

の大きい代表根の変動との割合を，パラメータ感度と定

義した。

数式で表わすと次のようになる。

N - ~~~n Sj~ _ ~ Sj . :~ 
d(Qn PJ) a Pl Sj 

(4-1) 

4-2感度関数

主ループの特性方程式(3-4)式代表根 Sjを代入し，

B只3
一一土を求めるため.Plについて偏微分する。
aPl 

~Gt (Sj) =0よりaP1 

但し， d=4sj+3(P1十P2+P3)Sj

(4-2) 

+2(P1P2+ K1K2Pa  PIP3+ P2Pa+ K1K3)Sj 

+ (P1P2Pa+ K1K2P2Pa+ K1K3P2+ K1K3ZI) 

だから. (令ー1)式. (令ー2)式よりパラメータ感度N

は，

N= ~ ~j • ~~ = Pl(Sj+P2~(Sj+P3) 一一一一。P1 Sj .d 

(4-3) 

(4-3)式は，

N= f(Sj. Pl. Kl. P2. K2• P3. K3. Zl) 

であるが，パラメータ中 K2 • P3. K3は，

K2=f (P2. K.. (0.ω。〉

P3=f (P2• Zl. K2• Kl. Pl. (0.ω。〉

K3=f (P2. Zl. K2• Kl. Pl. (0.ω。〉

の関係があるため，パラメ{タ感度Nは. P 2• Z，の関

数となる。

N=f (P2. Zl) 

5. 感度設計

設計に当り，サーボ系〈対象系〕の極p，=1.0.

ゲイ γKl= 1. 0 と設定した。 K2 • P3. K3. Nを求める

秋田高専研究紀要第11号
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P2の{直は，代表根から遠くえらぶと感度は良好とな

れ設計可能な範閤内において大きくえらぶとよいこと

がわかる。

ヰ
ー

=コロ設度感の系

(3ー16)式，

御-恥口
v

'
l
 

( 3-17)式，

ω。 =4.0~100. 。

Zlー感度特性

らを 0.4~0.6 とし曲。を 4.0~100.0， P2をパラメ

ータとしたときのZlと感度の関係を求めた。図7は1;0=

0.6，ω。=10.0の場合のグラフである。グラフをみてわ

かるように，感度はほぼ一定であり， Zlの設計は感度

を下け‘るための要因とはならないことがわかる。

そこで， Zlは感度を安定にするため大きくえらぶと

よい。また， Psは Zlを決めることにより決定される。

6-2 

K v = lim SG1 (S) Hl (S) 
S→o 

とし，計算結果において，設計可能な範囲内のものを選

んだ。各定数の値における感度の演算結果をグラフ化

し，各定数各対し感度がどのような傾向にあるかを調べ

た。なお，演算には，本校計算機HITAC-8250を使

用した。

=K，Ks-一一---.Z_1_一一一
U1o.a Pa(Pl + K1K2) 

認

会。

三句

旬。

i :[ p""30.0. K.=21.3 

~I 一，~----" ，-
、。、ーー-0----.. 

。
N 
目

~o =0.6 

ω'0 =10.0 

P. =1.0 

K. =1.0 

各定数と感度との関係6. 

P，=40.0， K，::::>.30.5 

P戸田仏 K戸 497

一一一-----.~~-~~---.孟一ー一一回 ι一一一一一_d P，=1∞仁川.=89.0

四 40 60 80 1回 120 140 160 180 

一一ー""，Z.

図7 Zlー感度曲線

P2ー感度特性

p" K" Z，を一定， ω。を 4.0~100.0 とし， c。をパ

ラメータとしたときの九と感度の関係を求めた。図6

は ω。=10.0の場合のグラフである。グラフより Pけま，

感度を下げる要因として重要なパラメータである。 ま

た，極小仰はなく，漸近線を求めることにより最適な

P2を求めることが可能となる。

式として (2ー14)式，

(4， 3)式を使った。

(0 = 0.4~0.6 ， 

P2 = 1O~500 

Zl = 1O~200 

の範囲内で変化し，定速度偏差定数Kvは，

6-1 

P 1 • P01' Sjの変動状態と感度

演算結果より (0= 0.5，ω。=4.0， Sj=-2.0+ 

j3.4641. P1 = 1.0， K1 = 1.0， P2= 60.0， K2= 56.27， 

P01=30.5一j50.0574，Z，=20.0， Ps=3.2，Ka=45.60， 

感度=0.93(%)なる系をえらび，根軌跡を描くプログ

ラムを用いて， P1の{直を土20(%)変化したときの

POt. Sjの変動状態を調べてみた。その状態を図示した

のが図5である。数値でみると，

6-3 

Pl -POl Sj 

0.8 -30.4+j 49.998 -2.0十j3.46410

1.0 -30.5+j50.057 -2.0+j3.46406 

1.2 -30.6+j50.116 -2.0+j3.46401 

となり， P1を土20%の変動に対し. -POlは土0.175%，

Sjは土0.001%となり計算機の演算誤差等を考慮すると

ほとんど変化しないことがわかる。

この値は，感度関数を使用し求めた感度 (0.93%)よ

り小さくなっている。このことは，感度関数か，演算誤

差か，今後の検討を要する。

';.， 
喰

100 

1手

80 40 60 

----P， 

九一感度曲線図6

20 
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r.=0.5 
ω'0=4.0 

P.=1.0 
K.=l.O 

F“=30.5-j50.0574 
Sj =-2.0+j3.4641 

感度=0.93(%)

図5 Pt. POI. Sjの変動状態

7. 出カ応答と感度

畠

事

対象系に直結フィードパックのみを施した場合と，補

償を施した場合の出力応答において，対象系の極 PIの

変動による出力応答の変動を調べた。その応答を図8に

示す。

補償を施さない場合，その変動は，応答に如実に現わ

れ，補償を施した場合，立ち上り，速応性は，補償前よ

り良くなり，変動もほとんどないことがわかった。

なお，出力はディジタル・シミュレーショシによって

求めた。

'-' ・・ '.0 瓦o 7.0 8.0 9.0 10・U.O 

--→・時悶t砂3

図8 出力応答

8. あ と が き

2ー 2. 2-3に述べた円条件を考えることにより，

設計上実現可能な範囲内において感度を数%まで下げる

ことができた。これにより，パラメータ変動による系の

過度応答に対する影響を小さくすることができ，一応の

目的は達成できた。

今後の問題点としては，感度関数に2-2. 2-3で

述べた円条件を入れることと，感度をベクトルとして取

り扱うこと，もう lつに感度特性〈グラフ化したもの〉

の漸近線を求め最適値を求めることにある。

終りに，この研究を進めるにあたり，終始ご指導，ご

検討をいただいた秋田大学鉱山学部電子工学科片山愛介

教授，渡部倫寧助教授に深謝いたします。

また，データのまとめ，グラフ作成に力をかしてくだ

さった本校7期生，伊藤伸也君〈横河電機〉に感謝しま

す。

なお，この研究は，第51回計測自動制御学会東北支部

会において発表したものである。
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