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熱伝導問題に対する変分法の応用
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1. 緒 言 “2．理 剛 論

閉領域Dに関して，力学におけるエネルギーに類似の

2種類の量を定義する。

/K=frpcP(¥)2" （1）

U=ID入<'T)物 (2)
(1)式を演算子P=･'i/〃を使って

't=r/PID.'"物 （3）

と書き直す。

K+Uの変分をとると

・磁十皿='IDc'T6Td'-ID'(人'T)剛〃

+1息入'が伽A （4）

を得る。ただしBはDの境界を表わし，”は表面にたて

た法線方向ベクトル,dAは面積要素である。

よって ；

Ⅸ+"-j.BA'"TMA=0 (5)
の条件として，熱伝導の方程式

、. i ・

;(cpT)=,fwT) (6)
が得られる6

時間的，空間的に変化する種々の物理量間の自然法則

を数学的に記述する方法には，一般的なものとしては微

分方程式による表示がある。これは現象の微視的平衡を

式で表現したものであり，巨視的平衡を表わした積分方

程式による表示とともに広く用いられる6…一方， 自然現

象の中には，一定の目標あるいは原理に従っ蚕進行する

と考えられるものもあり， このような場合には自然法則

を極値条件で表示するほうが好都合であることが多い。

現象を支配する法則がある量を極大または極小にすると

いう条件式で表わされる場合は，通常の関数の極値問題

となり，その量がある関数の積分で表わされるときには

変分問題となる。微分方程式や積分方程式による表現の

解析は，特に多数や非線形になると飛躍的に複雑にな

り，不可能の場合も少なくない。しかるに変分法を用い
た場合にはこれらに対して統一的な取扱いが可能であ

り，現象を微分方程式で表現したとき，解析が不可能で

あったり,複雑‘困難を伴う場合であっても，同じ未知

関数に関する変分問題を想定し,そのオイラーの条件式

がその微分方程式と一致するような汎関数を見い出すこ

とによって，直接的解法の応用が可能と透り,厳密解が

得られない場合であっても， より精度の高い数値解を得

ることができる。 、≦

力学系の場合は，その系のラグランジュ関数がわかれ

ばハミルトンの原理によって微分方程式が導き出せ，物

理的意義も明らかであるが,熱伝導の問題に対しては，
‘ .? 6 零

現象の不可逆性のために，単純明解な指導原理を欠い
， ,, ． △. ‘

ている現状である。

本報告では，主として実用上の目的から，深く根本原

理まで立ち入らずに，新たな汎関数を導入して熱伝導問

題を変分表示し， これに直接的解法を応用して，簡単な

例題に対しては厳密解を得れる方法を示した。最近のコ

ンピューターの普及を考えて，近似計算法， とりわけ変

分表示がなされたことによって，有限要素法への応用が

考えられる。

3． 例 題

実際的応用として，一次元の線形熱伝導の境界値問題

に適用して承る。 ：

3･1第1種境界値問題

定数係数の熱伝導方程式

cpTr=ヘ慕#>0, 0<"<L, (7)
6T

を初期条件

T（節， 0）＝？（苑） 0＜苑くL， （8）
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および境界条件

.T(0,#)=T(Z,,-2)=0 f>0 (9)

のもとで解くことを考える。

試験関数Tを 〔》

T=量α"(')sin-f" ⑩
〃＝l

とおいて承る。

Tの値を(2)， (3)式のTに代入すれば，各nについて

U=W.入(筈)圏〃cos竿卿
0

＝告入(筈)，‘鰯,(÷） ‘，

K=-HLc,"Sin｡筈鰯‘〃
0

= ･P%'(-) 'a
(5)式の計算を行なうと

号叩･P･""6""+号入(¥r""6｡'"

-JB入(筈),"c｡s-筈簸伽"sin等〃
･ndA=0 ⑬

上式の最後の項は，境界条件(9)式によって0となるか

ら，整理すると
2

cp･P･n"+入(筈)@'"=0 ⑭

⑭式はan(t)に関して1階の常微分方程式であるか

ら， これを解くことができる。このとき，初期条件T

（”， 0）＝P（"）を

,(")==,b"sin-f" ⑮
〃＝1

のようにフーリエ級数に展開すると，⑭式の解は

α鰯＝b"‘-*(筈)2， ⑯

となる。

故に

T-=､6"'-*(¥)"'sin¥" im)
n＝1

6"=訂乙,｡(")sin¥"d" ⑱
0

となり， (7)式を(8)， (9)式の条件のもとで変数分離法で求

めた解と一致し，厳密解が得られる。

3．2第2種境界値問題

(7)式を(8)式の初期条件と境界条件

f(0, t)=g-(L, ')=0 #>0!'

のもとで解くことを考える｡‘

この場合は試験関数Tを
。◎

〃元

T=ZC"(#)cos－苑 ⑳
〃＝0 L、 ・

とおいて承る。

前題と同様に

U=-ML"(¥)'c",si｡等難d"
O

＝-;-入(子)2〃(号） ‘，

K=-=PJLb,C",c｡s,_筈鮴
O

＝告P･cpC鰯鰯(吾） ⑫
(5)式の計算を行なうと

-F~cp･P･C"6C"+÷』(-f)&"'c"
L

-JB入帯冴ndA=0
最後の項は，境界条件⑲式より0となるから

cp･P･C"+入(¥)'c"=0 "
初期条件をこの場合は

。◎

や(")=Zα秘COS丁力〃だ 鰯
”＝O

のようにフーリエ級数に展開し，“式の計算を行なうと

C7,=三鯉緬e-*(¥)2, ㈱
〃＝0

となり，結局

ガｰ"舅‘鍵‘-*(筈)｡′‘"筈” ⑰
d,=fr,(")d" 鶴

0

d"=訂乙ID(")cos-警加“ ⑬
0

が得られ， これも厳密解と一致する。

4．摘 要

以上のように簡単な例題については厳密解が得られる

ことを示した。 2次元以上やその他の問題については(5)

式の境界に関する項が定まるように，試験関数を仮定す

る必要がある。またこの方法は(6)式で明らかなように，

高温度における熱伝導のような，係数が非線形の場合に

も適用できる可能性がある。ただし(1)式から(3)式への書

き換えでもわかるように，変分に際して拘束条件が必要

であるし，解も変数分離できるものでなければならな
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い。これらについては有限要素法のアルゴリズムととも

に今後の研究課題としたい。 5）

6）

7）

8）

9）

10）
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